B

EDITORIAL ANDES COGNITIO

FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE
INVESTIGACION OPERATIVA:
Modelos Matemdticos Aplicados al Diserio Experimental y la
Optimizacion de Procesos

Moisés Arreguin Sdmano
Angel Leyva Ovalle

Johanna Duerias Durdn

Daniel Santiago Paredes Gaibor



Editorial Andes Cognitio

FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE INVESTIGACIGN OPERATIVA

Modelos Matematicos Aplicados al Disedio Experimental y la
Optimizacion de Procesos

© Autores

Moisés Arreguin Samano

Correo: marreguin@ueb.edu.ec
Orcid: https://orcid.org/0000-0001-9324-9400
Institucion: Universidad Estatal de Bolivar

Angel Leyva Ovalle

Correo: aleyvao@chapingo.mx
Orecid: https://orcid.org/0000-0003-1873-9797
Institucion: Universidad Autonoma Chapingo (UACh-DiCiFo), México

Johanna Dueiias Duran
Correo: johanna.duenas@ueb.edu.ec
Orcid: https://orcid.org/0009-0002-2442-314X

Institucion: Universidad Estatal de Bolivar, Bolivar

Daniel Santiago Paredes Gaibor

Correo: daniel.paredes@ueb.edu.ec
Orcid: https://orcid.org/0009-0005-3591-7008
Institucion: Universidad Estatal de Bolivar, Bolivar


https://orcid.org/0000-0001-9324-9400

Editorial “ANDES COGNITIO S.AS."
DEPARTAMENTD DE EDICION

Editado y Distribuido por:

Editorial: Andes Cognitio

Sello Editorial: 978-9942-7408

Teléfono: 0995805659

Web: https://andescognitio.org

ISBN: 978-9942-7408-1-6

DOI: https://doi.org/10.64230/92bnfm76

© Primera Edicion
© Julio 2025

Impreso en Ecuador

Revision de Ortografia
Lcda. Cristina Paola Chamorro Ortega

Disefio de Portada

Ing. Pamela Rosa Taco Hernandez Mgs

Diagramacion

Ing. Yoselyn Andrea Rogel Gaibor

Director Editorial
Ec. Juan F. Villacis U. Mgs.

Todos los libros editados por la Editorial Andes Cognitio pasan por un riguroso proceso de evaluacion
a cargo de arbitros especializados. Esta obra, disponible en formato digital y fisico, estd destinada
exclusivamente al uso personal y colectivo en contextos académicos como la investigacion, la
docencia y la divulgacion del conocimiento, requiriendo siempre el debido reconocimiento a sus
autores.

© Todos los derechos estan protegidos. No se permite la reproduccion, total o parcial, de este
contenido por ningiin medio o método, sin la autorizacién expresa de los autores, conforme a las

sanciones contempladas en la legislacion vigente.


javascript:openRTWindow('https://polodelconocimiento.com/ojs/index.php/es/about/editorialTeamBio/1213')

Derechos de Autor ©
Este documento se publica bajo los términos y condiciones de la Licencia Creative Commons

Reconocimiento — NoComercial — Compartirlgual 4.0 Internacional (CC BY-NC-SA 4.0).

Todos los derechos de autor y de propiedad intelectual e industrial relativos al contenido de esta
publicacion pertenecen exclusivamente a la “Editorial Andes Cognitio” y a sus respectivos autores.
Queda expresamente prohibida, bajo las sanciones establecidas por la legislacion vigente, la
reproduccion total o parcial de esta obra, su almacenamiento en sistemas informaticos, su tratamiento
digital, asi como cualquier forma de distribucion, transmision o comunicacion publica por medios
electronicos, mecanicos, 6pticos, quimicos, de grabacion o fotocopia sin la debida autorizacion previa

y por escrito de los titulares del copyright.

Se exceptuan Uinicamente los usos con fines académicos o de investigacion cientifica, siempre que no
persigan propositos comerciales y se realicen de forma gratuita, debiendo citarse en todo momento a
la fuente editorial correspondiente. Las opiniones vertidas en los distintos capitulos son de exclusiva

responsabilidad de los autores y no reflejan necesariamente la postura institucional de la editorial.



Comité Cientifico Académico
Dr. Jorge Gualberto Paredes Gavilanez PhD.
Universidad Técnica Estatal de Quevedo

Dr. Oscar Patricio Lopez Solis PhD.
Universidad Técnica de Ambato

Ec. Carlos Roberto Lopez Paredes PhD.
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo Extensién Orellana

Dr. Héctor Enrique Hernandez Altamirano PhD.
Universidad Técnica de Ambato

Dr. Carlos Arturo Jara Santillan PhD.
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Dr. Guillermo Carrillo Espinosa PhD,
Universidad Auténoma de Chapingo - México

Dra. Doris Coromoto Pernia Barragan PhD,

Universidad de los Andes Tachira Venezuela

Ec. Maria Gabriela Gonzalez Bautista PhD.
Universidad Nacional de Chimborazo

My. Efrain Arguello Arellano, Mgs.
Tecnoldégico Universitario ARGOS — Policia Nacional del Ecuador

Ing. Liliana Priscila Campos Llerena Mgs.
Universidad Técnica de Ambato

Dr. Mario Humberto Paguay Cuvi Mgs.
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Ec. Oswaldo Javier Jacome Izurieta Mgs.
Universidad Técnica de Ambato

Ec. Juan Carlos Pérez Bricefio Mgs.

Instituto Superior Universitario Bolivariano



Ec. Ligia Ximena Tapia Hermida Mgs.
Universidad Nacional de Chimborazo

Ing. Paula Alejandra Abdo Peralta Mgs.
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Ing. Catherine Gabriela Frey Erazo Mgs.
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Ing. Juan Enrique Urefla Moreno Mgs.
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Ing. José Fernando Esparza Parra Mgs.
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Ing. Alexis Gabriel Reinoso Haro Mgs.
Universidad Estatal de Bolivar



Constancia de Arbitraje

La Editorial Andes Cognitio, hace constar que este libro proviene de una investigacion realizada por
los autores, siendo sometido a un arbitraje bajo el sistema de doble ciego, de contenido y forma por
jurados especialistas. Ademas, se realiz6 una revision del enfoque, paradigma y método investigativo;
desde la matriz epistémica asumida por los autores, aplicandose las normas APA, Séptima Edicion,

proceso de anti plagio en linea Compilatio, garantizandose asi la cientificidad de la obra.

Comité Editorial

Eco. Juan Federico Villacis Uvidia Mgs.
Director de la Editorial Andes Cognitio

Lcda. Andrea Damaris Hernandez Allauca PhD.
Editora de Andes Cognitio



PROLOGO

El presente texto surge como una respuesta a la creciente necesidad de
integrar herramientas estadisticas, econométricas y matematicas
avanzadas en la toma de decisiones dentro del &mbito de la ingenieria, las
ciencias econdmicas y las ciencias aplicadas. Su contenido ha sido
cuidadosamente estructurado para brindar a estudiantes, docentes e
investigadores una guia clara y rigurosa en el disefio de experimentos, la

modelacion de procesos y la optimizacion de sistemas bajo restricciones.

Es importante destacar que este texto no solo pretende ser un manual de
consulta técnica, sino también una invitacion a reflexionar sobre la forma
en que los modelos matematicos pueden contribuir a mejorar la eficiencia,
la calidad y la capacidad predictiva en diversos campos del conocimiento.
A lo largo de estas paginas, el lector encontrard no solo procedimientos,
formulas y demostraciones, sino también fundamentos conceptuales y
propuestas de analisis que promueven el pensamiento critico y la solucién

estructurada de problemas complejos.

Agradecemos a todos los lectores que se acercan a esta obra con 4nimo de

aprender, aplicar y transformar.

Los autores
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INTRODUCCION

El desarrollo del pensamiento cuantitativo y el dominio de técnicas
matematicas aplicadas constituyen pilares esenciales en la formacion
universitaria de las ciencias naturales, sociales e ingenierias. En este
contexto, el presente libro titulado Fundamentos Matematicos de Disefio
Experimental y Optimizacion de Procesos tiene como propdsito principal
ofrecer una herramienta académica solida y actualizada que facilite la
comprension, formulacion y aplicacion de modelos matematicos en la

solucion de problemas reales.

Este texto se estructura en seis capitulos interrelacionados que permiten
una progresion légica del conocimiento. El primer capitulo introduce al
lector en los principios fundamentales de la estimacion estadistica,
abordando con profundidad el enfoque de maxima verosimilitud, los
minimos cuadrados ordinarios y su relacién con la funcion de regresion
poblacional. En el segundo capitulo, se desarrolla el andlisis de modelos
de superficie de respuesta, mostrando la utilidad de funciones lineales,

cuadréticas y cubicas para modelar relaciones complejas entre variables.

El tercer capitulo se enfoca en las transformaciones matematicas y el uso
de espacios vectoriales, fundamentos indispensables para comprender las
restricciones en procesos de optimizacion. Posteriormente, en el cuarto
capitulo, se aborda el calculo de integrales multiples aplicado a la
estimacion de parametros, asi como el analisis de varianza y la bondad de

ajuste en modelos de regresion.

Los capitulos quinto y sexto presentan herramientas para la prediccion

mediante series temporales y el andlisis de regresion multiple, integrando

<P



conceptos clave como multicolinealidad, valores atipicos y transformacion
de datos. Estas secciones se acompafian del uso de software como
Microsoft Excel, que facilita la implementacion practica de los modelos

presentados.

Este libro esta disenado tanto para estudiantes de pregrado como de
posgrado, investigadores y profesionales que buscan mejorar sus
competencias en el andlisis cuantitativo. Al ofrecer una combinacion
equilibrada de teoria y aplicaciébn, se espera que contribuya
significativamente al desarrollo de habilidades analiticas y a la toma de

decisiones fundamentadas en evidencia.




%

/a

CAPITULO 1

ESTADISTICA APLICADA AL DISENO
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CAPITULO 1. ESTADISTICA APLICADA AL DISENO EXPERIMENTAL Y
ESTIMACION DE PARAMETROS

CAPITULO 1

ESTADISTICA APLICADA AL DISENO
EXPERIMENTAL Y ESTIMACION DE PARAMETROS

1. Maxima Verosimilitud (MV)
1.1. Definicion

La estimacion de maxima verosimilitud del modelo de regresion con dos
variables parte de suponer que el modelo con dos variables es Y; = ; + B2X; +
u;, Y; son independientes y normalmente distribuidas con media 1 + ,X; y
varianza = o2, pues Y;~N(B; + B2X;, 0%). Como resultado, la funcién de
densidad de probabilidad conjunta de Y;,Ys, Y3, Yy, ..., Y, dadas las medias y

varianzas anteriores, se escribe como:
2
f(Yl,Yz, Y3, Y4_, 7Y1’1|81 + Bin, (0} )

Dada la independencia de las Y, estd funcion de densidad de probabilidad
conjunta se escribe como el producto de las n funciones de densidad individuales

como:

(Y1, Y, Y3, Ys, oo, Yo | By + B2X;, 02) =
f(Y11B1 + B2Xi, 02) f(Y2IBy1 + BoXi, 0%) f(Y3]By + B2Xi, 02) f(YalBy + B2Xi, 0%) ... f(Yn |1 + B2Xi, 07)
Donde:

{_% (Yi—B1—282Xi)2}

o

f(Yl) = e

ov2m
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La anterior ecuacion, es la funcién de densidad de una variable normalmente
distribuida con media y varianza dadas. Sin embargo, al sustituir la ecuacion

anterior en ecuacion
f(Yl,Yz,Y3,Y4, e ’YD|B1 + Bin, 02) =

f(Y1|B1 + Bzxi’o'z) f(Y2|B1 + B2Xj, 0?) f(Y3|B1 + B2X;, 0?) f(Y4|B1 + B2X;, 0?) ... f(Yn|B1 + Bin’O'z)

se tiene:

1 {_% Z(Yi—sz—zﬁzxi)z}

f(Yl'Y21Y3ﬂY4—' ;Ynlﬁl + BZXi' 02) =——3¢
0“(\/211)

Si se conocen o estan dadas Y;,Y,,Ys, Ys, ..., Y, pero no se conocen By, B, y 62,
la funcién en ecuacion anterior se llama Funcion de Verosimilitud, denotada con
FV(B1, B2, 02%) y es escrita como, pues si se conocen B4, B, y 62, pero no las Y;,
la siguiente ecuacion representa la funcion de densidad de probabilidad conjunta

(probabilidad de observar conjuntamente las Y;):

1 {_% E(Yi—ﬁlc—zﬁzxi)z}

FV(B4,B,, 0°%) = ———
(B1,B2,0%) cn(\/Z_‘r[)ze

1.2. Método de Maxima Verosimilitud

El Método de Méaxima Verosimilitud consiste en estimar los parametros
desconocidos de manera que la probabilidad de observar las Y dadas sea lo mas
alta (maxima) posible. Entonces, se tiene que encontrar el maximo de la funcion

en ecuacion anterior.

Es un ejercicio sencillo de calculo diferencial. Sin embargo, la diferenciacion es
mas facil expresar esta ecuacion en términos de la funcion logaritmo o log de la
siguiente manera, pues log es una funcion monoétona y Ln FV alcanza su maximo

valor en mismo punto que FV:

-
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B — 32
Ln FV = —nLno — gLn(ZT[) _% E (Y; 8102 B2X;)
= E ‘ (Yi — Bl B2Xi)?
= _ELDG ——Ln(2 )—=

Al diferenciar parcialmente la ecuacion anterior respecto a By, B, y 62 se obtiene:

dLnFV 1
og = o7 0,00~ B = BaX) (<)
dLnFV 1
agz = _;Z(Yi — B1 — B2Xi) (Xi)
dLnFV 1
% = _;?J’ﬁz(“ — B1 — B2X0)?

Se iguala estas ecuaciones a cero, primera condicion de primer orden para
optimizacion se deja que By, B, y 6%, se usa  (tilde) para estimadores de MV
mientras que (acento circunflejo) para estimadores de MCO, denotan

estimadores de MV para obtener:
1 -
ETZZ(Yi —B1—B2Xi) =0
1 -
§Z(Yi —B1—B2Xi)Xi =0

otz > (B~ By’ =

. . . 1 = = 1
Después de simplificar, las ecuaciones gZ(Yi —B1 - BZXi) =0y gZ(Yi -

By — EZXi) X; = 0 llevan a:

ZYi =HG1+EZZX1
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zYiXi = Elzxi+gzzxi2

1.3. Ecuaciones Normales de teoria de Minimos Cuadrados

Las que son, precisamente, Ecuaciones Normales de teoria de Minimos

Cuadrados obtenidas en MCO:

ZYi =nB1+EzZXizZYi =UB1+BZZX1
ZYiXi = B12Xi+ézzxiz zZ:Yixi = G1ZX1+(§22X12

Por lo tanto, los estimadores de MV, G, son iguales que estimadores de MCO, G,

dados en:
3, = nYXYi-XXXY XX =X -Y)  Xxy;
T nXXE - (EXy)? 2(Xi — X)? %%}
- XYY, - XX XXXYs - .o
g SMETN-IXIXSY g oo
ny X{ — X5
Esta igualdad no es casual, pues al examinar la verosimilitud Ln FV = —nLno —

n _ 1y (i-Bi—BoX)® _ _ny. o n 1 (Yi-B1—BaXp)?
SLn(2m) —-X g = —-Lno? —ZLn(2m) — X ——5— el

ultimo término entra con signo negativo.

Entonces, la maximizacion de esta ecuacion equivale a la minimizacion de este

término, que es justo el enfoque de Minimos Cuadrados en ), ﬁiz = Z(Yi — ?1)2 =
N oA 2
Y(Yi — B1 — B2Xi) "

1
2564

Al sustituir estimadores de MV (= MCO) en — % + Z(Yi - E1 - EZXi)Z =

0 y simplificar, se obtiene el estimador MV de 32:

<@
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1 5 ! B — B -
62 = ) (h=Bu—Bx) = ) (W= —Bax)’ = )

Con base en esta ecuacion, el estimador de MV &2 difiere del estimador de MCO

6% = [(niz)]z 0 que, Y;=P;+BXi+u=Y=8;+p,X;+utal que al
restar la Gltima respecto a la primera ecuacion se obtiene y; = B,x; + (u; — U)

aunque G; = y; — B2X;.

Tal que al sustituir esta pentltima ecuacion en ultima es G; = B,x; + (u; —0) —
B,x; aunque si se retinen términos, se eleva al cuadrado y se suman ambos lados
. ~ = 2 _ = _
se obtiene ), (i; = (Bz — Bz) x4+ Y(u—w)? - Z(Bz — BZ)ZXi(ui — 1) tal
que al tomar valores esperados en ambos lados se tiene E(Z ﬁlz) =
~ 2 _ o _
inz E(Bz - Bz) +E[X(u — %] - ZE[(BZ - Bz) 2 xi(u; — u)] =
¥ xZVar(B;) + (n — 1)Var(u) — 2E[Y xju; (x;u;)] = 6% + (n — 1)6? —
2E[Z kixju?] = (n — 2)02.
_ XxYj

Donde si se usa la definicion de k; en ecuacion 3, = S YkiYi =k =
X5
1

—(ZX;(-Z) y relacion dada en ecuacion B, = Y ki (By + B2Xi +up) = By X ki +

B, X ki Xi + X kju; = B, + X kju; tal que al obtener valores esperados de
ecuacion anterior para ambos lados y advertir que las k; al ser no estocasticas
pueden tratarse de como constantes para obtener E(Bz) =B, + X KE() = B,
pues E(u;) = 0 por suposicion tal que B, es un estimador insesgado de B, asi, de
la misma manera, se demuestra que B, es un estimador insesgado de By, es un

estimador insesgado de ¢2.

Por tanto, el estimador de MV de 62 es sesgado aunque su magnitud se determina

facilmente pues se toma la esperanza matematica de G2 =%Z(Yi — B, -

e



CAPITULO 1. ESTADISTICA APLICADA AL DISENO EXPERIMENTAL Y
ESTIMACION DE PARAMETROS

EZXi)Z = %Z(Yi — B, - GZXi)Z = %Z iZ en ambos lados de la ecuacién y se

obtiene:

I
/-~
=
= |
N
N———

Q
[\S]

E(up) = %E(Z a?)

. ~ 2 ~ .

Con la ecuaciéon E(Y 07) = (n—2)o? = 62 —=0? demuestra que &2 estd
n

sesgado hacia abajo (subestima el verdadero valor 62) en muestras pequefias. Sin

embargo, a medida que se incrementa indefinidamente n, el tamafio de la muestra,

2

el segundo término en E(Z ﬁlz) =(n-2)o? =0?— %02, factor sesgo, tiende a

CCro.

Entonces, asintéticamente (muestra muy grande), 62 también es insesgada. Es

decir, el lim E(6%) = 02 a medida que n — . Se puede demostrar que G2 es un

estimador consistente o a medida que n aumenta indefinidamente, 62 converge

hacia su verdadero valor o2.
1.4.  Estimacion de MCO y MV

La Estimacion de MCO y MV de Coeficientes de Regresion Parcial implica que
para estimar los pardmetros del modelo de regresion con tres variables en Y; =
B1 + B2X5i + B3X3i + u; se considera primero el método de minimos cuadrados

ordinarios (MCO) y método de méaxima verosimilitud (MV).
1.5. Funcién de Regresion Poblacional (FRP)

Para encontrar estimadores de MCO, se escribe primero la funcion de regresion
muestral (FRM: la Funcion de Regresion Muestral (FRM) aborda una muestra de

valores Y correspondientes a valores fijos de X.

<&
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Por tanto, su labor es estimar la Funcion de Regresion Poblacional (FRP) con
base en informacion muestral; aunque, quiza no pueda al calcularse la FRP con
“precision” debido a fluctuaciones muestrales. Entonces, el diagrama de
dispersion se usa y, simultaneamente, se trazan dos lineas de regresion muestral
con el fin de “ajustar” razonablemente bien las dispersionesFRM;se basa en la

primera muestra y FRM,, en la segunda.

Sin embargo, no hay forma de estar completamente seguro de que alguna de las
lineas de regresion de esta figura representa la verdadera recta o curva
poblacional, pues las lineas de regresion en la figura anterior se conocen como
lineas de regresion muestral tal que representan la linea de regresion poblacional,
pero por fluctuaciones muestrales son el mejor de los casos solo una

aproximacion de la verdadera regresion poblacional (RP).

Entonces, se obtendran N FRM diferentes para N muestras diferentes y estas FRM
no por fuerza son iguales. La FRP en que se basa la linea de RP se desarrolla en
el concepto de Funcion de Regresion Muestral (FRM) para representar la linea de
regresion muestral, siendo la contraparte muestral de E(Y|X;) = B, + B.X; la

ecuacion Y; = By + B, X tal que Y; es estimador de E(Y|X,).

Un estimador o estadistico muestral no es mas que una regla, formula o método
para estimar el parametro poblacional a partir de informaciéon muestral. Un valor
numérico particular obtenido por estimador en un andlisis se conoce como

estimacion.

Tal como FRP se expresa en dos formas equitativas: E(Y|X;) = B1 + B.Xjy Y; =
EC(YIX)) +u; =B, +B,X;+u;, la  FRPY,=pB;+B,X; se expresa

estocasticamente como Y; = B1 + B2X; + ;.

Por lo tanto, el objetivo principal del analisis de regresion es estimar la Funcion

de Regresion Poblacional (FRP) Y; = 1 + B2X; + u; con base en Funcion de

e



CAPITULO 1. ESTADISTICA APLICADA AL DISENO EXPERIMENTAL Y
ESTIMACION DE PARAMETROS

Regresion Muestral (FRM) Y; = B; + B,X; + @i;, pues son mas frecuentes los
casos en que el analisis se basa en una sola muestra tomada de la poblacién tal
que debido a fluctuaciones muestrales, la estimacion de la FRP basada en FRM
es, en el mejor de los casos, una aproximacion correspondiente a la FRP (el
concepto fundamental del anélisis de regresion es el de Funcion de Esperanza

Condicional (FEC) o Funcién de Regresion Poblacional (FRP).

Figura 1.1. Representacion grdfica
200 -

x Primera muestra (tabla 2.4) Regresidn basada en P
» Segunda muestra (tabla 2.5) la segunda nwestra

150 -

Regresion basada en
la primera muestra

Consumeo semanal, §
g
T

L 1 1 1 1 1 1 1 1 1
80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
Ingreso semanal, $

PRMLT, - 4y Ao,
”

4
2 FRP: E(Y1X) =8 + ByX;

7 64 | #
i ¥
V
EY1X) [

E(Y1X)

Consumo semanal, $

Ingreso semanal, $

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

Para X = X; se tiene una observacion muestral, Y = Y; que en términos de FRM,
Y, observadaes Y; = Y; + i; y en términos de RFP Y; = E(Y|X;) = u;. Su objetivo

del analisis de regresion es averiguar la forma en que varia el valor promedio de
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la variable dependiente (regresada) seglin el valor dado de la variable explicativa

(regresora).
1.6.  Métodos de estimacion

Se estiman dos métodos de estimacion frecuentes: Minimos Cuadrados
Ordinarios (MCO) y Maxima Verosimilitud (MV). Hay ocasiones en que la FRP
de dos variables tiene la forma Y; = 8, + X; + y; tal que el término del intercepto
esta ausente o es cero, que explica el nombre Regresion a través del origen e
incluso al generalizar la regresiéon poblacional (FRP) de dos variables Y; =
E(Y|X;) + u; = B1 + B2X; + u; se escribe la FRP de tres variables como Y; =
B1 + B2Xai + BsXsi + uj de Yy = By + BoXai + BaXsi + uj

Y; = By + BaXai + BaXai + 0

Figura 1.2. Método de estimacion

¥
(®) Media condicional
E(Y1X)
L
—
£
§ 140
g Distribucién de
101
g ¥ dada X = $220
8 65
()‘5 X
80 140 220

Ingreso semanal, §

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

De lo anterior, especificamente las figuras, cada media condicional E(Y[X;) es

funcion de X;, donde X; es un valor dado de X. Simbolicamente es E(Y|X;) =
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f(X;) tal que f(X;) denota alguna funcion de variable explicativa X. E(Y[X;) es

una funcidn lineal de X;.
1.7. Funcién de Esperanza Condicional

La ecuacion E(Y|X;) = f(X;) se llama Funcion de Esperanza Condicional (FEC),
Funciéon de Regresion Poblacional (FRP) o Regresion Poblacional Lineal (RP).
Esta funcion solo denota que el valor esperado de distribucion de Y dada X; se
relaciona funcionalmente con X; o, en otras palabras, como la media o respuesta

promedio de Y varia con X. E(Y[X;) = B; + B2X;.

Donde {i; es término residual, contraparte muestral del término de perturbacion
estocastico u;. Como se vio anteriormente, el procedimiento MCO consiste en

seleccionar valores desconocidos de parametros de forma que la suma de
cuadrados de residuos (SCR =Y Q) sea lo mas pequefia posible.

Simbolicamente:
_ . ~ ~ ~ 2
mmz 07 = Z(Yi — B1 — B2Xai — BsXai)

Donde la expresion para SCR se obtiene por simple manipulacion algebraica de
Y, = By + B,Xy; + BsXs; + G, siendo el procedimiento mas directo para obtener
estimadores que reducen min Y, 62 = ¥(Y; — B1 — BoXy — nggi)z diferenciarla
parcialmente respecto de las incdgnitas, igualar a cero las expresiones resultantes

y resolverlas al mismo tiempo.

S o 2
De ¥ 0 = X(Y; — By — B2Xai — B3Xsi)  respecto de tres incognitas e igualar a

G2 ~ ~
cero las ecuaciones resultantes se obtiene aazﬁul = ZZ(Yi — B1 — BxXy —
1
A ayaf 5 A 5 aya?
B3Xsi) (1), 63121 = 22(Y; — B — BaXai — BsXsi) (1% X))  y agl: =

2 Z(Yi — By — BuXy — E3X3i) (=1 = X3;), simplificando estas ecuaciones se

-
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obtienen las ecuaciones normales, comparables con ecuaciones ),Y; = nf; +

B Xiy X YiXi = B1 XX + B, X X2, respectivamente:

Y =By + BoXz + BaXs

zYiXZi = ElZX2i+GZZX%i+G3ZX2iX3i
ZYiXm = B1ZX31+BZZX21X3i+B32X§i

A partir de ecuacion Y = By + B,X, + B3X3 se deduce:

Entendido como estimador de MCO del intercepto poblacional ;. Conforme a
permitir que letras minasculas denoten desviaciones de medias muestrales, se
derivan las formulas de ecuaciones normales Y = B; + B,X, + B3X3, DY Xy =
BiXXpi + B2 X X5 + B3 XXaiXsi  y  XYiXsi = B1 X Xai + B2 X Xpi Xz +
Bs X X3

Qyixai) (Z Xgi) — Qyix31) (X X2iX31)
< X%i) (Z Xgi) — (X %1 X31)?

=
N
I

2 yixsi) (Z X%i) — 2 yix2i) (X X2iX31)
0> X%i) (Z X%i) — (X X1 X31)?

)

3

Estas ecuaciones, simétricas por naturaleza pues una se obtiene de la otra
mediante cambio de roles de X, y X3 mientras que sus denominadores son
idénticos y, por logica, el caso de tres variables es una extension natural del caso
de dos variables, dan estimadores de MCO de coeficientes de regresion parcial

poblacionales B, y B3, respectivamente.

@D
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Varianzas y errores estandar de estimadores de MCO se obtienen después de los

coeficientes de regresion parcial y errores estdndar de estimadores, pues
~ ~ ~ \12 ~ 2 ~

Var(Bz) = E[Bz - E(Bz)] = E(Bz - Bz) > pues E(Bz) =Pz, tal que =

E(Ckiu)? con ecuacion B, = Xki(By + B2Xi +up) = By ki + B2 ki X; +

Y kiu; = B, + X kju; tal que = E(k?u? + k3u3 + k3u3 + kZu3 + -+ + k2u? +

2k1k2u1u2 + 2k3k4U3U4 + 2k5k6u5u6 + 2k7k8u7u8 + -+

2k, _1kpu,_1up) aunque por supuestos de E(uiz) =0%Viy E(uiu]-) =0,i#]

~ 2
se deduce que Var(Bz) =02y k# = #, pero con definicion de k? se concluye
i
I~ 0'2 N Z ﬁlz .
que Var(Bz) = 5@ pero también 6 = P Igual que en caso de dos variables.
2 _

Se requiere errores estandar para crear intervalos de confianza y probar hipotesis

estadisticas.

Las formulas pertinentes son:

. 1 XZ2Yx2 4+ X2Y %2 — 2X, X2 Y X)iXa;i
Var(Bl)z[—+ 22 3i 32 2i 2 32 2i 31]*0_2

n x5 X x5 — (X xiX31)?

ee(ﬁl) =+ /Var(ﬁl)
ee(By) =+ /Var(Bz)
ee(Bs) = +1/Var([§3)

Var(f})—_ 25 -*02_6—2
Y@@ - Cxaxad?] T Exg (A -r5)
| Y x5 ] L2 o?

Var(B3) B > X%i)(z x%i) — (X XpiX3i)?] o - Zx_vz,i 1- r§3)
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—Ty3 * 07

(1—r33)* (JZ X%i) * (JZ X§i>

es varianza homocedastica de perturbaciones

COV(GZ: 33) =

En todas las féormulas, o2

poblacionales u;. De igual forma, las derivaciones de estas formulas son mas

sencillas con notacion matricial, pues los métodos matriciales permiten
desarrollar formulas no so6lo para varianza de f3;, cualquier elemento dado de f3,
sino también para varianza entre dos elementos [ cuales quiera, como f3; y B; tal

que se requieren estas varianzas-covarianzas para fines de inferencias estadistica.

Por definicion, matriz varianza-covarianza de 3 es:

Var(u?) E(ujuy) .. E(ujup)
E(uu') = E(u_?_lh) E(.l.l.%) E(u%.un)
E(unul) E(unuz) E(urzl)

Tal que:

Var — COV(G) =E {[G - E(ﬁ)] [G - E(B)]}

Val‘A(BQ COV(GI:GZ) . Cov(By,Br)
= COV(E.Z,Bl) Var_g_ﬁz) COV(ﬁZ,Bk)

CovBoB) Cov(BiwBz) .. Var(By)

Esto se demuestra por:

5 ron—1 ,
var — Cov(B) = o*(xX) " = (k E - (()l(c):)k) ' (k)i n)(n 1)

Por consiguiente:

da=(y—Xxp) «(y—XB) =yy—2BXy+pXXp
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Con reglas de derivacion:

X1
. a — J I XZ —
I. a =[a; a, - 3dn]esurenglon de nimeros y x=|.|esH

Xn

a1
columna de variables x4, X5, ..., X, tal que 9(ax) =a= Iaﬂ.
dn
w.  A1n

ox

X
aj; Ay Xl
. . .. Qa 2

Il.  Considera matriz x Ay = [X; Xp - Xn]|321 322 2n
dn1  An2 ... dnn n,

a(x’A - (X A .
Tal que, AxAx) _ 2Ay que es U columna de n elementos, o AxAx) _ 2x A quees
0x X ox

H renglon de n elementos.

~ , =1
Con base en esto, Var—Cov(B)=o? (X'X)_1 = & E H= (()IiX)k) *
*

X y A PN ~ . ~o PO
(k + n)(n * 1) o= (y—XB) *x(y—XB) =y'y—2BXy+BXXB, reglas de
diferenciacion matricial y @ =-2Xy+2XXp=0=> (X'X)B = X'y tal que

5 N . . . . .
B=(X X) X'y siempre que exista su inversa, la matriz anterior de Varianza-

Covarianza se obtiene a partir de la formula:
Var — Cov(B) = o?2(X'X)!
Donde 62 es varianza homocedastica de u; y (X X)~! es matriz inversa que

G _ (X’X)_l X

.y y
aparece en ecuacion | .\ = (k k) " (kxn)(n*1

) que da estimador de

MCO (), se obtiene:
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Se sustituye y = X3 4+ u en expresion anterior se obtiene:

B=(XX) "X XB+uw=(XX) XX+ (XX) Xu=p+(XX) Xu>

B—p=(XX)"Xu
Por definicion,
var - Cov(8) = E[(B- B)(B - B) | = B{[(x) "xu] [(x'x)‘lx'u]'} -

E[(X'X)_lX'uu'X(X'X)_l] aprovechando que (AB) = AB'y las X no son

estocasticas, al tomar el valor esperado de ecuacion anterior implica:

Var — Cov(B) = (XX) X E(u)X(XX) " = (XX) X o?IX(XX) "

= o?(XX)"
Tal que, al derivar el resultado anterior se emplea el supuesto que E(uu') = o°l.

Con base en todo lo anterior, se verifica que un estimador insesgado de o2 estd

dado por:

Los grados de libertad son (n — 3), pues para calcular Y, se debe estimar
primero 1, B2 v B3, que consumen 3 gl. Tal que en caso de cuatro variables, los

gl sera (n — 4).

. ~ . ) - a2 )
Entonces, el estimador G2 se estima mediante 62 = n—_; una vez que se dispone

de residuos, pero también se obtiene mas rapido con la relacion siguiente, pues la
derivacion de esta ecuacion es 0; = Y; — B1 — B2X2i — B3X3i = yi — BaXai —

B3x3; (letras minusculas indican desviaciones respecto de valores de media)
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entonces Y02 = Y(0;0) = X 0i(yi — Baxai — Baxai) = X liyi = L il
Yyi(yi — BaXzi — Baxsi) = XyZ — B2 X yixzi — B3 X yixsi tal que X Gixg =

2 Oix3; = 0:

Zﬁiz = ZYIZ - GZZYiXZi - Gsz:}’ixsi

Esta tltima ecuacion seria la contraparte de tres variables de la relacion dada en,

recordando que Y, 07 (SCR) = SCT — SCE, en Y 02 = Y y? — pZY xZ.

Complementariamente, la derivacion de k ecuaciones normales o simultaneas
sefialan que al diferenciar ¥ 02 = X(Y; — By — BuXyi — BsXaj — BaXyj o —
~ 2 . .

Bkai) parcialmente respecto a 31, B2, B3, ... Bk, se obtiene:

ay i
9B

2
-=2 Z(Yi = B1 — B2Xzi — B3X3i — BaXyi -

— BiXki) (= 1) (perivada interna)

oy 2 ~ ~ ~ ~ ~
aG - = ZZ(Yi - 31 - BZXZi - B3X3i - B4X4i e Bkai) (—1
2
* XZi)(Derivada interna)
Y ? ~ ~ ~ ~ ~
6{3 - = ZZ(Yi — B1 — B2X2i — P3X3i — PaXyi o — Bkai) (-1
2
* X3i)(Derivada interna)
Y 0? A . " ~ "
af; - = ZZ(Yi - 31 - BZXZi - B3X31 - B4X4i T Bkai) (—1
2

* X4i)(Derivada interna)
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a7y 02 L. "
aB =2 Z(Yi —B1 — B2 Xk e — Bkai) (—1= in)(Derivada interna)
k

Se igual a cero las derivadas parciales anteriores, se reordena los términos y se

obtiene las k ecuaciones normales siguientes:

UG1+GZZX21+B3ZX31+G4ZX41+"'+szxki =ZY1
B1 z Xai + B2 Z X3 +Bs Z X2iXsi + o + sz X2iXki = Z XaiYi
312)(31 + Bzzxmle + B3ZX + et Bkzxmxki = ZX31Y'
Blzxkl + [SZE:XkIX21 + B3 z XkiXsi + -+ Bkzxkl Zxkl

Observe que a partir de la primera ecuacion del conjunto de ecuaciones anteriores,
resulta Bl = ? - Bziz - 3323 - B4X4 — e Gkik, estimador de MCO del
intercepto poblacional 3;. En forma matricial las ecuaciones anteriores equivalen

a:

n Z X2i 2 X3i 2 in .
.

DX DX > Xa¥ar ) XaXia|B,
PRIDRLTEPRS Z ki |
es . _Bk
Sxe Yxetn Yxe T Y ®)

(XX)

1 1 ..
X1 X2 - X2n
[ X o Xl
Xk1 Xkl o %
(x) (y)

O, en forma compacta:

@D
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(XX)(B) =Xy = X%) " (XX)(B) = X)Xy
Como (X'X)_l(X'X) = I es matriz idéntica de orden k * Kk, se obtiene:

~ P ,
5 1y B (xx) ~ X y

IB=(XX) Xy=-~ =

B= ()XY 22 10009 = (et om0+ D)
Por desgracia, no es facil obtener formulas como las anteriores. Muy a menudo
los cientificos o los economistas tienen que trabajar con grandes cantidades de
datos para encontrar relaciones entre las variables de un problema. Una manera

comun de hacer esto es ajustar una curva entre los distintos puntos de datos.
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CAPITULO 11

MODELOS DE SUPERFICIE DE RESPUESTA

2. Modelo matematico-econométrico

Esta curva puede ser un modelo matemadtico-econométrico, suponiendo en cada

caso que existen n pul'ltOS de datos (Xll yl)' (XZ' yZ)' (X3' Y3)' (X4-' Y4); ey (an Yn)

y la principal razén de su uso es que permiten obtener maximos o minimos en las

curvas (extremos relativos y/o extremos locales):
2.1. Recta o Lineal.

Suponga que se busca la recta de la forma y = a + bx o y = b + mx que mejor

represente a n datos (xq1,y1), (X2, ¥2), (X3,¥3), (X4,V4), -+, X, Yn):

Figura 2.1. Modelo matemdtico-econométrico lineal

Fuente: (Mora, 2016)

La siguiente figura muestra lo que sucede usando tres datos, suponiendo que las

variables x e y estan relacionadas por la formula y = b + mx.
Por ejemplo, para x = x4 el valor correspondiente de y es b + mx;.

Sin embargo, esto es diferente del valor “real”, y = y;:

e
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Figura 2.2. Distancia entre puntos
.‘.

1 (x3. 3)

(x), b + mx,)

2

/ 0

y=mx+bhb

Y
,.

Fuente: (Mora, 2016)

En R? la distancia entre puntos (a;,b;) y (ay, by) esta dada por la ecuaciéon d =

V(@1 —a3)? + (b; — by)2. En consecuencia, al determinar la manera de elegir
la recta y =a+bx o y =b + mx que mejor se aproxima a datos dados, es
razonable usar el criterio de seleccionar aquella que minimiza la suma de
cuadrados de diferencias entre valores y de puntos y el valor y correspondientes

a la recta.

La distancia entre (x4,y1) ¥ (X1,b + mx,) es y; — (b + mx4), el problema para
n datos se puede establecer como “problema de minimos cuadrados en caso de
una recta”, en que se encuentra nimeros m y b tales que la suma
[yr = (b + mx)]? + [y = (b + mxz)]* + [y3 — (b + mxz)]* + [ys — (b +

mx,)]? + -+ + [y, — (b + mx,)]? sea minima.

Para estos valores de m y b, la recta recta y = a+ bx o y = b + mx se llama

“Aproximacion  por recta de  Minimos Cuadrados a  datos

(Xl' YI): (Xz, YZ)I (X3: YS)I (X4,, Y4-)l ) (Xn' YH)”~

Una vez definido el problema se busca un método para encontrar la aproximacion

de minimos cuadrados. Lo mas sencillo es escribir en forma matricial. Si los
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puntos (X1,¥1), (X2,V2), (X3,V3), (X4,¥4), --., (Xn, ¥n) €stan todos sobre la recta
y = a + bx, llamados colineales (dos 0 mas elementos que se encuentran en una

misma linea), entonces se tiene:

y1=a+bX1 Y1:b+mX1

y2=a+bX2 y2=b+mX2

Y3=a+bX3 Y3=b+mX3
0

Y4:a+bX4 Y4_:b+mX4

yn = a+ bxy, Vn =b+ mx,

O, con otra nomenclatura, y = Au. Donde:

yi 1 x4
YZ 1 Xs
= Y3 A: 1 X3 u= b
y i | b b (o)
Yn 1 Xp

Si los puntos no son colineales, entonces y — Au # 0 y el problema se convierte
en “forma vectorial del problema de minimos cuadrados”, que encuentra un

vector U tal que la forma euclideana |y — Au| es minima.

Es importante mencionar que en R?, la magnitud, longitud, moédulo o norma de

-

un Hooes  [(xy) |(Nomenclatura Fisica)©O I(xy) ”(Nomenclatura Matematica) =

—

Vx2 + y2, mientras que en R3, la magnitud, longitud, médulo o norma de un [

€s |(X, Y, Z) |(Nomenclatura Fisica)o ” (X: Y) ”(Nomenclatura Matematica) =

VX% +y? + 72, etcétera.
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Entonces, minimizar |y — Au| equivale a minimizar la suma de cuadrados en
[y1 = (b +mxy)]? + [yz — (b + mx3)]? + [yz — (b + mx3)]* + [y, — (b +
mX4)]2 + e+ [Yn - (b + an)]z-

Encontrar el vector U que minimiza no es tan dificil como parece. Como A es una
matriz  de  N(Namero de filas) * 2(Namero de columnas) Y U una matriz de
2(Nl.’xmero de filas) * 1(Nﬁmero de columnas)» Au es un vector en R" perteneCiente a
la imagenA, entendida como un subespacio de R" cuya dimension es a lo sumo

dos, pues cuando mucho dos columnas de A son linealmente independientes.
2.1.1. Teorema de Aproximacion

Por Teorema de Aproximacion de Norma R", “sea H un subespacio de R™, v un
vector en R". Entonces proyy (imagen de o)V €8 la mejor aproximacion para v en
H tal que si h es cualquier otro vector en H implica que |U -
ProyH (imagen de A)Ul < |u —h|”, Teorema de Proyeccion, “sea H un subespacio

de R" yveR"

Entonces existe un par tnico de vectores h y p talesque he H, peHyv=h +
p. En particular, h = proyy (Imagen de A)V Y P = PTOYH (Imagen de A) LV tal que

v =h+p = proyy (Imagen de A)V + proyy (Imagen de A) 1L V-

Su demostracion implica que sea h = proyy (imagende o)V Y P =V —h y por
Definicion Proyeccion, “sea H un subespacio de R™ con base ortonormal
{ui, uy, uz, uy, ..., ur}. Siv e R", entonces la proyeccion ortogonal de v sobre H,
denotada por proyy (imagende )V €std dada por proyy (imagende a)V = (U *
upuy + (U * uy)uy + (U *uz)ug + (U *ug)uy + -+ (U * uE)ug, siendo que

PrOYH (Imagen de A)U € H”, se tiene que h € H.

_
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Demostrando que p € H, sea {uy, uy, us, Uy, ..., Uy} una base ortonormal para H:
h=x*u)u; = @O uxdu; + (V*uz)uz + LU xugu, + -+ QO ruu y
sea x un vector H tal que existen constantes ay, 05, 03, 0y, ..., O tales que x =
a Uy + auy + azuz + oguy + -+ agug entonces pxx = (V—h) *x=[v—
(v *upuy; — (V*uxluy + (V*uz)uz + (V*ugdug + -+ (U u)uy] *

0,i#]j
[aguy + azuy + azug + aguy + - + agug] aunque como wj * uy = {1 (= ; es
sencillo verificar que el producto escalar p*xx=(U—h)*x=[v— (v*
upuy — (U *uz)uz + (U *uzdug + (U *ugduy + -+ (U w)ug] * [aguy +
OpUy + aglg + auuy + - + o] estd dado por p*x =Y, a;(v*u;) —

YK aj(u*u;) = 0,asip*x = 0Vx € H indicando que p € H*.

Para demostrar que p = Proyy (imagen de o)1V € amplia {u;, uz, uz, uy, ..., Ui} a
base ortonormal (base ortogonal en que la norma de cada elemento componente

es unitaria o tiene vectores unitarios) en R™: {uy, u, Us, Uy, ..., U, Ug41, -, Up }-

Entonces, {Uy41, ..., Up} €s una base para H”, tal que se puede decir que v —
PYOYH (Imagen de A)V € H se escribe v—h= (U — PrOYH (Imagen de A)U) +

(proyH (Imagen de A)V — h) siendo que el primer término de la derecha como el

segundo esté en H tal que (U — Proyy (magen de 4)V) * (ProYH (Imagen de YV —
h) =0 vy por Teorema que afirma “sea B = {uy, Uy, Uz, Uy, ..., u,} una base
ortonormal para R™ y sea veR"™ tal que v = (V*uy)u; + (L *uy)u, +
(V*xuz)uz + (V*uyuy + -+ (L*u)uy o v =proygny, siendo su
demostracién que considera B como una base, puede escribir v de manera unica
COMO U = CyU; + CyuUy + C3Uz + cuuy + -+ + cyu, por lo que v * u; = ¢q (ug *

U) = Cp (U * up) + c(us * ) + CaQUy * ) + -+ (W * uy) + -+ o (uip *

u;) = ¢, pues los vectores U; son ortonormales y como esto se cumple para i =

1,2,3,4,..,n la demostracion queda completa, se puede decir que v

(U *upuy + (V*xuy)uy + (L*uz)ug + (V*uyuy + -+ (L * u)uy + (U *

e
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Ug+1)Uge1 + -+ (U ¥ up)u, = proyy v + proyyL v aunque para probar la
unicidad, suponga que v = h; — p; = h, — p, donde h;,h, eH y p;,p, e H:
entonces h; — h, = p; — p, aunque h; — h, e H y p; — p, € H! de manera
que h;— h,eHe n H- ={0}, asi que hj—h,=0 y p;—p,=0
completando la prueba”, por lo que ”, tal que |y — Au| es un minimo cuadrado

pues AU = Proyy (imagen de )Y donde H es la imagen de A.

En R3 la imagen de A sera un plano o recta que pasa por el origen, pues son los
unicos subespacios de dimension uno o dos. En la siguiente figura, el vector que

minimiza se denota por u:

Figura 2.3. Representacion grdfica en R3

A

/" Imagen de 4

Au/

Fuente: (Mora, 2016)

Con base en esta figura y el Teorema de Pitagoras, “en todo triangulo rectangulo,
el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
las respectivas longitudes de los catetos”, se deduce que |y — Au| es minima
cuando y — Au es ortogonal a imagen A. Es decir, si U es vector que minimiza

implica que para todo vector u € R? por lo que Au L (y — AU).

Usando la definicion de producto escalar en R", se encuentra que Au L (y — Au)
se vuelve Au * (y — At) = 0, (Au)' = (y — Ad) = 0 debido a que a*b = a'b,
(A'u") * (y —AU) =0 pues por Teorema ii) que supone en i) (A",

|
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ii) (AB)" = A'B', iii) Si Ay B son de n * m, entonces (AB)' = A™+B"y iv) Si A
es invertible, entonces A" es invertibley (A7 = (A™)Toa'(Aly — AT x AU) =
0 se cumple Vu € R? < Aly — AT« AU = 0, pero al despejar U de ATy — AT «
AU = 0 se obtiene que y — Au L Au.

Entonces, la solucion al problema de minimos cuadrados para ajuste por linea

recta se da si A y y son:

Y1 1 x4
y2 1 xy
= Y3 A= 1 X3 u= b
g ya \1 X4 / Y ()
Yn 1 Xp
Entonces, la recta y =a+bx o y = b + mx da el mejor ajuste en sentido de

minimos cuadrados para puntos (X1,V1), (X2,¥2), (X3,V3), (X4, V4), -, (Xp, V)

cuando:

Y1

b (Yz\
( ) =U=QAA)Ayy=|Y3
Va

m
Yn
Se ha puesto que A'A (matriz A transpuesta por matriz A) es invertible. Este

siempre es el caso si nos n datos no son colineales.
2.2. Cuadratica

Ahora se desea ajustar una curva cuadratica a n datos. Una curva cuadratica en x
es cualquier expresion de forma y = a+ bx + cx? o y = b + mx + cx? tal que
es la ecuacion de una parabola en el plano. Si los n datos estuvieran sobre la

parabola se tendria:

e
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Figura 2.4. Representacion grdfica de la funcion cuadratica

¥

¥y =13.57—0.88x — 0.04x?

Fuente: (Mora, 2016)

y1 = a+bx;, + cx? y; =b + mx + cx?

y2 =a+bx; + cx3 y2 = b + mx + cx3

y3 = a + bx; + cx? y3 = b+ mx + cx3
0

ys =a+bx; +cxj V4 =b + mx + cx2

Yn = a+ bx, + cx2 Yo =b+mx + cx3

Aunque, este sistema se puede escribir como y — Au con:

Y1
Y2 1 x, x5 a
2
y = V3 , A= 1 X3 X§ yu= b
Y4 1 X3 X3 c
1 x4 x5
Yn
1 Xp X%

Al igual que antes, si todos los datos no se encuentran sobre la misma parabola

implica que y — Au # 0 para cualquier vector U y, de nuevo, €l problema es
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“encontrar un vector u en R? tal que |y — Au| es minima”. Usando un
razonamiento similar a éste, se puede demostrar que cuando menos tres de las x;
son diferentes, entonces A'A es invertible y el vector que minimiza al vector U

esta dado poru = (ATA)1ATy.

La siguiente imagen muestra la figura de un modelo matematico-econométrico

cuadratico:

Figura 2.5. Modelo matematico-econométrico cuadratico

Fuente: (Mora, 2016)

Teorema: Sea (X1,V1), (X2,V2), (X3,¥3), (X4, V4), .., (Xp, yn) puntos en R? |
suponga que no todas las x; son iguales. Entonces, si A esta dada como la siguiente

forma es matriz A'A es invertible de 2 * 2:

Y1 1 x4
Y2 1 Xs
= Y3 A = 1 X3 u= b
Y Ya | 1 Xa Y (m)
Yn 1 Xp
Es importante mencionar que si X; = X, = X3 = X4 = -+ = X,, entonces todos

los datos sobre la recta vertical x = x; y la mejor aproximacion lineal es dicha

recta.
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Su demostracion es que se tiene:

1 x4
1 x5
A=|1 X3

Como no todas las x; son iguales, las columnas de A son linealmente

independientes. Ahora bien:

1 X1
1111 .1 2
: _ X
A(MatrizAtranspuesta)A - (Xl X, X3 X4 Xn) i Xi
1 Xp

Z?:lxi Z?leiz

Si AT(MatriZ A transpuesta)A 1O es invertible, entonces A'A = 0. Esto significa que:

S ()

i=1

2

X1
X2
X3 n .2

yX= %, | En consecuencia, [u|? = u*u =n,|x|? = JL,

Seau =

O S N S N

Xn
yux*x =Y. x;. Tal que la ecuacion n X1, xZ = (X, x;)? puede establecerse

como |u||x|? = |u * x|?, sacando raiz cuadrada se puede obtener |u * x| = |ul|x].

La desigualdad de Cauchy-Schwarz en R" sostiene que si u y v son dos vectores

en R™:
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i.  |u=*v| < |ul|x|]. Sudemostracién es siu = 0, v = 0 0 ambos, entonces
|u * v| < |ul||x| se cumple, pues ambos lados son iguales a 0. Si se

supone que u # 0 y v # 0, entonces:

| U2 (u U) (u U) u*u Zu*U+U*U
<|l—-—] = *|———) = —
lul vl lul oI/ lul> ullul ]2

lul vl
[ul?> 2u*v |ul? 2u*V 2U *V )
[ul2  Jullv] * [vl? [ul vl lul vl
<2u*u u>s<u<1 < Julf]
< <lyuxv<|ullv
[ullv]* [ul v
De manera semejante con:
u Uvl?2 uxv
0 |——— ——>—-16u*v = |ullv]
lul vl lul vl
Tal que con estas dos desigualdades se obtiene:
—lullvl < uxv < [ullv] 6 [u=v| < [u]lvl
ii. Ju*xv|=Ju|lx] ©®u=0 o v=2Au para algin numero RA. Su

demostracién indica que si u=2Av, entonces |ux*v|=|Avx*v|=
IAl[u]? y lullv] = |Av]lul = [Al[v]]ul = |A][v]? = |u * v|. Inversamente,

suponga que |u * v| = |u||v| conu # 0 y v # 0, entonces:

u*v u*v
Julloll =~ 7 Tullo]

Entonces:

v Caso 1:

[u IIUI
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|u U|2 (u U) (u U) u*xu ZU*U+U*U
—_——— = l——-— % |———) = —
lul vl lul vl lul vl [ul2  [ullv] ~ |v]?

[ul?> 2us*v |ul? Zu*U+1 2U %V
[ul2  [ulfo] * [u]? lul vl lul vl
u v u
=2-21)=0>—==-—06u=—*v=2A
lul vl lu

u*xv

v Caso 2: = —
[ullv]
u v |2 u v u v u*xu 2u*V  U*U
el - ) G- B
lul |l lul |l lul |l lul [ullv] (vl
_|u|2 2U %V |U|2_1+2u*v+1_2+2u*u
[ulz " fullv] * [v]? [ullvl lul[v]
u v o u
=2-21)=0>—=——0u=——%*v=2AV
lul [l [ul

2.3. Cubica

Figura 2.6. Modelo matemdtico-econométrico cubico

y
A

ol N

0

Fuente: (Mora, 2016)

El objetivo es encontrar la curva del tipo especifico que se ajuste “mejor” a los
datos dados. Complementariamente, un sistema de ecuaciones se escribe Ax = b

tal que A es una matriz de mxn,X € R™ y b € R". Asimismo, la funcion Ax = b
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tiene las propiedades que caracteriza las transformaciones lineales, A(ax) = aAx

si o es una escalar y A(x +y) = Ax + Ay.

Entonces, la definicion de Transformacion Lineal es que sean V y W espacios
vectoriales reales tal que una transformacion lineal T de V en W es una funcion
que asigna a cada vector v € V un vector unico Tv e W y que satisface, para cada

uyvenVycadaescalara, T(u+v) = Tu+ Tvy T(av) = aTv.
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CAPITULO III

TRANSFORMACIONES Y ESTRUCTURAS
VECTORIALES EN LA OPTIMIZACION
MATEMATICA

3. Transformacion

Es importante mencionar que las definiciones y teoremas se cumplen también
para espacios vectoriales complejos (espacios vectoriales donde escalares son
nimeros complejos); aunque, s6lo se manejan espacios vectoriales reales y, por
ende, se eliminara la palabra “real” en andlisis de espacios vectoriales y

transformaciones lineales, conocidas como operadores lineales.
Ejemplos:

3.1. Transformacion lineal de R? en R3

X+Y -1
Sea T: R? —» R3 definida por T(ﬁ) = <X — Y) . Por ejemplo: T(_23) = < 5 > =
3Y -
Xi+X,+Y, +Y, X, +Y;
1)+ Gl = 73 = (ks )= (1 v)
1 2 R 3Y; + 3Y, 3Y,
X, + Y, X, +Y; % X, + Y, X %
Xo—Yy | Pero [ X3 =Yy | =T (Yl) y|X2—Y, |=T (YZ) Asi, T [(Yl) +
3Y, 3Y, 1 3Y, 2 1
X+ aY
XA\ _ o (%1 X2>~ X\] = (XY _ (o _
(Yz)] =T <Y1> +T (Yz ~T|a (Y)] =T (aY) = aX3;YaY =

X+Y X
alX—Y|=aT (Y) =.. T es una transformacion lineal.
3Y

e
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3.2.Transformacion cero

Sean V y W espacios vectoriales y definida T:V — W por Tv = 0 para V v en
V=T(vy+v,) =0+0=Tv; + Tv, y T(av) = 0 = a0 = aTv. En este caso,

T se denomina transformacion cero.
3.3.Transformacion identidad

Sea V un espacio vectorial y definida [: V = V por Iv = vparaV ven V. ES obvio
que I es una transformacion lineal, llamada transformacion identidad u operador

1dentidad.

3.4.Transformacion de reflexion

—X
Y

En términos geométricos, T toma un vector en R? y lo refleja respecto al eje Y

Sea T: R? - R3 definida por T (é) = ( ) ES fécil verificar que T es lineal.

(vector (=X, Y) es reflexion respecto a eje Y del vector (X,Y)):

Figura 3.1. Transformacion de reflexion

(x, ) (—=x,¥)

a) b)
Fuente: (Mora, 2016)
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3.5.Transformacion lineal de R™ - R™ dada por multiplicacion de matriz

mxn

Sea A una matriz de mxn, definida T:R"™ - R™ por Tx = Ax. Como A(x +
y) = Ax + Ay y A(ax) = aAx si X y estan en R", se observa que T es una
transformacion lineal. Entonces, toda matriz A de mxn se puede usar para definir
una transformacion de R™ en R™. Por lo tanto, toda transformacion lineal entre

espacios vectoriales de dimension finita se puede representar por una matriz.

3.6. Transformacion de rotacion

Suponga que V = (i) en I(xyy se rota un 4 8, medido en grados ( 9) y radianes

(rad) en sentido contrario a manecillas del reloj.

Llame a este nuevo vector rotado v = (i) (si r denota longitud de v, que no

cambia por rotacion tal que x=rCos(a) >x =rCos(0+a) y y=
rSen(a) =y = r Sen(0 + ), pues la definicion estandar de Cos(8) y Sen(8)

como las coordenadas X y Y de un punto en circulo unitario.

Si (X,Y) es un punto en circulo de radio r con centro en origen, entonces x =

r Cos(¢p) yy = r Sen(¢), donde @phj o riy €s angulo que forma V(X, Y) con lado

positivo del eje X. Ademés, (X, Y') se obtiene rotando (X,Y) un angulo 0):
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Figura 3.2. Transformacion de rotacion

>

Fuente: (Mora, 2016)

Pero rCos(6+ a) = r Cos(0)Cos(a) — r Sen(8)Sen(a) = x = x Cos(0) —
y Sen(8). Paralelamente, r Sen(6 + a) = r Sen(6)Cos(a) + r Cos(0)Sen(a) =

y =xSen(0) +yCos(0). Sea Ag= (csoeségg) _Csoesrzg)) = x = xCos(0) —

ySen(®) y y =xSen(0)+yCos(0) denota que Ag (i) = (i) La
transformacion lineal T: R? - R? definida por Tv = Agv, donde Ag estd dado

porAg = (Csoesrf(eg) —Csoesn(ga))) y recibe el nombre de transformacion de rotacion.

3.7. Transformacion de proyeccion ortogonal

Sea H un subespacio de R™ tal que la transformacion de proyeccion ortogonal
estd dada por P:V—- H se define por Pv=Proyyv. Sea la sucesion

{uy, uy, usz, uy, ..., u} una base ortogonal para H.

Entonces, con base en Definicion de Proyeccion Ortogonal, que indica sea H un
subespacio de R™ con base ortonormal {u;, u,, us, uy, ..., uy} tal que si ve R" =
proyeccion ortogonal de v sobre H, denotada por Proyy v esta dada por Proyyv =
(vxupuy + (vxuy)u, + (vxuz)ug + (v ug)uy + -+ (v * up)uyg tal que

Proyyv e H, se tiene que Pv = (v*uu; + (vy xu*xuy)u, + (v*uz)uz +
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(vxuguy + -+ (Vxuug, como (v +vp) *xu=vi*xu+vy*xuy (av) *

u = a(v * u) = P es una transformacion lineal.

3.7.1. Dos operadores de proyeccion

Se define T: R® - R3 por T <§> = <¥> = T es operador de proyeccion que toma
z 0

un | de tres dimensiones y se proyecta en [lxyy. Andlogamente, T <§> = <§>
v/ z

proyecta un v en espacio en I1(xz):

Figura 3.3. Transformacion de dos operadores de proyeccion

Fuente: (Mora, 2016)
3.7.2. Operador de transposicion

Se define T:Mp, = Mpy, por T(A) = AT. Tal que, (A+B)T=AT +BT y
(0A)T = aAT = T, denominado operador de transposicion es una

transformacion lineal.
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3.7.3. Operador integral

Sea J: C[0,1] —» R definida por Jf: fol f(x) dx tal que para f,g e C[0, 1], como

LG + g0l dx = [, () dx + [, g dx y [, af(x)dx = [} f(x) dx =] es

un operador lineal. Por ejemplo: J(X3) = i = ] se denomina operador integral.

3.7.4. Operador diferencial.

Suponga que D:C'[0,1] — C[0, 1] se define por Df = f . Para f,ge C'[0,1],

como (f+g) =f +gy (af')’ = af se denota que D es un operador lineal,

por lo que D se denomina operador diferencial.
3.8. Transformacion no lineal.

Suponga que T:C[0, 1] — R esta definida por Tf = f(0) + 1 = T no es lineal.
Es deci: T(f+g) =+ +1=f(0)+g0)+1=>Tf+Tg=[f(0)+
1] + [g(0) + 1] = £(0) +g(0) + 2.

Sin embargo, este ejemplo da una idea clara que una transformacion puede
parecer lineal, pero en realidad no es asi. No toda transformacion que parece lineal
lo es. Por ejemplo: T: R — R por Tx = 2x + 3 = la graficade {(x, Tx )}:x € Res
linea recta en en Il xy), pero T no es lineal por que T(x +y) =2(x+y) +3 =
2x+2y+3yTx+Ty=2x+3)+ (2y+3) = 2x+ 2y + 6.

Por lo tanto, las Unicas transformaciones lineales de R en R son funciones de
forma f(x) = mx para algin R m y, en consecuencia, entre todas las funciones
cuyas graficas son rectas, las Uinicas que son transformaciones lineales son

aquellas que pasan por el origen.

En algebra y célculo una funcion lineal con dominio R esta definida como una

funcion que tiene la forma f(x) = mx + b tal que se puede decir que una funcién

-
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lineal es una transformacion de R en R si y s6lo sib = 0, ordenada al origen vale

0.
3.9. Transformaciones de Box — Cox

Complementariamente, las transformaciones de Box — Cox son una familia de
transformaciones potenciales usadas en estadistica para corregir sesgos en
distribucion de errores, corregir varianzas desiguales
(diferentes valores de la variable predictora) y, especialmente, corregir la no
linealidad en la relacion (mejorar correlacion entre las variables). Esta

transformacion recibe el nombre de los estadisticos George Box y David Cox.

La transformacion potencial esta definida como una funcion continua que varia

respecto a la potencia lambda (A). Para datos (Yy, Yo, Y3, Yy, ..., Yy) se realiza la

A .
transformacion Y; = Yix tal que Yi(}‘) = K1 (Yl 1) ?1 1=0
K, Ln(Y;)siA =0

geométrica de valores Yq,Y,, Y3, Yy, ...,Yy; en consecuencia, K, =

tal que K, es media

1 1
n _ S .
(Hi=1 (Producto desde 1 hasta n) Yi)n = (Y1 % Yo * Y3 %Yy %,... % Yy)n, mientras

1 . C .
=— ) ’
ue Ky Entonces, para realizar una transformacion potencial, dado un
}\*K% 1

valor de lambda A, se calcula primero la media geométrica de valores Y;(K,).
Después se sustituye este valor para calcular el parametro K;. El procedimiento
para seleccionar el mejor valor A consiste en que primero se selecciona el rango
de valores lambda 2, se selecciona el que logra que la transformacion se acerque
al maximo a los datos tal que para cada valor de A se hace la transformacion del

paso anterior.

Por ultimo, se sustituyen de la variable (s) explicativas en diferentes funciones y
se calculan los cuadrados de residuales estadisticos. Aquella que tenga el menor
valor de suma de residuales sera la mejor opcion tal que K, es valor fijo para

todos los casos y que solo hay que calcular de nuevo el valor Kj.

e
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Segun (Grossman & Flores, 2012),

ViEspacio Vectorial) = R" = 4 X, :XjeRparaj=1,2,3,4..n;

tal que cada vector R" es una matriz n*1, siendo R" e simbolo que denota al
a1
22|

. . ., 3 ,
conjunto de todos los vectores de dimension n: a, donde cada a; es un nimero

dn

real (R).

Seglin la definicion de matrices, una matriz A de m * n es un arreglo rectangular

de mn nimeros dispuestos en m renglones y n columnas tal que

(A11 Q12 A13  Ayg aj -+ @1n
- |
dz; Az Az Ay aj 2n
agy aszz azz Azq .. 93 .. Az
a a a a .. 4 . a .
A= Sz S8 S e 0 e T X +y es una matriz de
aj1 Az A3 Ajg - A - QAjp
\dm1 dm2 3aAm3 aAm4 Apj 7 Amn
(0 21
0 Xz
. . . 0 X5
nX1 si Xy y son matrices nx1. Haciendo 0 = oY —X =1y, (€ observa que
4
0 X

los axiomas ii) a x) se obtienen de la definicion de suma de vectores (matrices) y
el Teorema que indica que A, By C son tres matrices de mxn y sean o — 3 dos

escales implica los siguientes puntos:
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i) A+0=A
ii) 0A=0
iii) A + B = B + A (ley conmutativa para suma de matrices)

iv) (A+B)+C=A+(B+C) (ley asociativa para suma de

matrices)

V) a(A + B) = aA + aB (ley distributiva para multiplicacion por un
escalar)

vij 1A=A

vii)  (a+B)A =aA+BA

Con base en esto, se puede decir que el conjunto de puntos R™ que se encuentran
en una recta que pasa por el origen constituye un Vigspacio Vectorial)» PUes sea
V(Espacio Vectorial) = {(X,¥)}: y = mx donde m es un namero fijo real y x nimero
real arbitrario. Es decir, V consiste en todos los puntos que estan sobre la recta
y = mx que pasa por el origen y tiene pendiente m. Su demostracion consiste en
que un espacio vectorial real (V +,*) es un conjunto de objetos, denominados
vectores, junto con dos operaciones binarias Illamadas  suma
(Ley de Composicidén Interna en V) y multiplicacion

(Ley de Composicién Externa en V) por un escalar, que satisfacen 8 axiomas:

1. i+ =0+ ]
2+ @+ W) =({H+0) +wW RN
_ Vuvy,welR y
3. w+0=w

45+ (W =0
1.a(ﬁ+6)=aﬁ+aﬁ\
2.(a+PH=afi+BE | VaPel

3. (aB)i = a(Bi) Vii,UeR?
4.1+xUu=y
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3.10. Espacio vectorial

— = —

Se llama espacio vectorial V sobre R a la terna (V +,%) = V = {|I, U, W, ... } donde
sus elementos son vectores y se cumplen los 8 axiomas anteriores. Entonces,
unsub espacio vectorial (H +,¥) < (V +,%) tal que H es un bus espacio vectorial
de V si H es un subconjunto no vacio de Vy, a la vez, H es un espacio vectorial,
junto con las operaciones de suma entre vectores y multiplicacion por un escalar

definidas para V.

Por teorema, un sub conjunto no vacio H de un espacio vectorial V es un sub
espacio de V si se cumplen las dos reglas de cerradura: [) Sife HyveH = H+
UeHylID) SiieHy aie H= V qgscalar) € R tal que la caracterizacion de un

HueH

a,Be]R{} = (ad + BU) eH;

sub espacio vectorial estd dadoporque H c V &

por lo que, un Subespacio Trivial es {6} =0= (0,0,0,0,...,0) y un Subespacio
de R? es H = {(X,Y)|ly = mx} que es un conjunto de puntos que pasan por el

origen (0, 0).
3.10.1. Combinacion lineal

La combinacion lineal se demuestra a partir que sean U4, Uy, Uz, Uy, ..., U, Vectores
en un espacio vectorial V tal que cualquier vector de la forma ayv; + ayv, +
03VU3 + 04Uy ... + AU, se denomina Combinacion Lineal de
U1,V3,VU3, Uy, ..., Uy, donde o4, ay, a3, 0y, ..., o, son escalares. Por ultimo, un
conjunto generador se representa a partir que vectores Uq, Uy, Uz, Uy, ..., Uy de un
espacio vectorial V genera a V si todo vector en V se puede escribir como una

combinacion lineal de los mismos; es decir, ¥ U € Vigspacio Vectorial) € €scalares

aq, 0y, 03,0y, ..., 00, =V = A1V + [e&XV)) + 3V3 + Ay Vg ... + ApVp-

Ademas, un espacio generado por un conjunto de vectores se genera a partir que

sea U1, VU, V3, Uy, ..., Uk K vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado

L
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por {vUq,U3,V3,Uy,..., 0} es el conjunto de combinaciones lineales
V1,V3,VU3, Uy, «on, Uk; es decir, gen{vy,V,,U3,Vy, ..., U} =

{ulv = a;v; + AV, + azV3 + ALy, .+ ORUKT

Para demostrar que V es un espacio vectorial se puede verificar que se cumple
cada uno de los siguientes Axiomas de un Espacio Vectorial son, siendo los
primero cinco para definir a un grupo abeliano, mientras que axiomas vi) a x)
describen interaccion de escalares y vectores mediante operacion binaria de un

escalar y un vector:

i) SiXeVyYeV,entonces X+ Y €V (cerradura bajo suma)

ii) Para Vx,yyzenV, (x+y)+z=x+ (y+z) (ley asociativa de
suma de vectores)

iii) € un vector 0eV=>VXeV,X+0=0+X=X (0 es llamado
vector cero o idéntico aditivo)

iv) Si X eV, existe un vector —X en €V tal que X+ (—X) = 0 (—Xx se
llama inverso aditivo de X)

V) SiXyYestdn en V, entonces X +Y = Y + X (Ley conmutativa de
suma de vectores)

vi) Si XeV y a es una escalar, entonces aX eV (cerradura bajo
multiplicacion por un escalar)

vii) Si Xy Yestan en Vy a es una escalar, entonces a(X+Y) = aX +
aY (primera ley distributiva)

viii) Si XeV y a—f son escalares, entonces (o + )X = aX+ X
(segunda ley distributiva)

ix) Si XeV y a—f son escalares, entonces a(fX) = (af)X (ley
asociativa de multiplicacién por escalares)

X) ParaV vector XeV,1X =X
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Es importante observar que vectores en R? se escriben como renglones en lugar

de columnas, pues esencialmente es equivalente. Demostracion:

i) X=X,Y)yY=(X,Yy) estan en V=Y, =mX;, Y, =mX, y
X+Y=(0Xy, Y1)+ Xz, Yz) = (X, mXy) + (X3, mX;) = (X; +
Xz, mX; + mX,) = (X1 + Xo,m(Xy +X2)) eV =
se cumple este axioma.

ii) XY)eV=2Y=mX—-(XY) = —(X,mX) = (=X, m(—X)) tal que
-XYeV y EmX)+(-Xm(—X)=X-XmX-X)) =
(0,0).

Por lo tanto, V vector enV esvectoren R> y R? es V, como se muestra

enseguida: V(Espacio Vectorial) = R" =
(X 1 )
Xz
X3 . n .
1% :XjeRparaj=1,2,3,4..n;  tal que cada vector R" es una matriz
4
L Xn
n*1, siendo R™ e simbolo que denota al conjunto de todos los vectores de
a
az
. . as , .
dimension n: a, donde cada a; es un ntimero real (R). Como (0,0) = 0 esta
an

en V por estar en el origen, todas las demas propiedades se deducen del ejemplo

anterior.

Entonces, V es V(gspacio vectorial)» Complementariamente, el conjunto de puntos

en R3 que se encuentran en un plano (IT) que pasa por el origen constituye un

ViEspacio Vectorial)» pues si V.= {(X,Y,Z):aX + bY + c¢Z = 0} debido a que V es
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el conjunto de puntos en R que esta en II con vector n (a, b, c) que pasa por el

origen (0,0, 0).

Demostracion: (X4,Y1,Z;) v (X3, Y5,Z;) estain en V= (Xy,Yy,Z1) +
(X5,Y5,Z,) = Xy +X5,Y1 +Yy,Z, +Z,) eV debido a que a(Xy +X,)+
b(Y; +Y,) +c(Z; +Z;) = (aXy + bY; +cZ;) + (aX, + bY, +¢Z,) =0+

0 = 0 - El axioma se cumple. El resto de los axiomas mencionados se verifican
facilmente. Entonces, el conjunto de puntos que se ubican en un I R3 que pasa

por el origen constituye un Vigspacio vectorial)-

Sin embargo, el conjunto de puntos en R? que se ubican sobre una recta que no
pasa por el origen no constituye un Vigspacio vectorial) Pues V= {(X,Y):Y =
2X + 1,X eV}, en otras palabras V es el conjunto de puntos que estan sobre la
recta Y = 2X + 1, pero V no es un espacio vectorial debido a que no se cumple la

cerradura bajo la suma (SiXeVyYeV,entoncesX +YeV).
Por ejemplo:

Sea V = {1}, tal que V consiste s6lo en el nimero 1, por lo que no es un espacio
vectorial debido a que viola el axioma de vectores i) -axioma de cerradura-,
inclusive lo hace con otros axiomas aunque es suficiente con demostrar que lo
hace al menos con uno de los diez mencionados y, en consecuencia, queda
probado que V no es un espacio vectorial e, incluso, basta con observar que 1 +

1=2¢V.

Demostracion: Si (X;,Y;) y (X3, Y,) estan en V, entonces (X1,Y;) + (X5, Y,) =
(X4 + X5, Yy +Y,) tal que si el vector del lado derecho estuviera en V se tendria
Yi+Y, =2X; +X)+1=2X; +2X, +1,peroY; =2X; +1yY; = 2X, +
1, de manera que Y; +Y, = (2X; +1) + (2X, + 1) = 2X; + 2X, + 2. Por lo
tanto, (X1 + X5, Y1 +Y;) ¢V & (X1,Y)eVy (X, Y,) eV.

e
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Por ejemplo:

(0,1) y (3,7) estan en V, pero (0,1) + (3,7) = (3,8) no esta en V porque 8 #
2% (3) + 1 otra manera forma sencilla de comprobarlo es observar que 0 =
(0,0) no se encuentra en V porque 0 # 2 * (0) 4+ 1. En conclusion, no es dificil
demostrar que el conjunto de puntos en R? ubicado sobre cualquier recta que no

pasa por (0, 0) no constituyen un Vigspacio vectorial)-

El Espacio Vectorial P, existe tal que sea V = P, el conjunto de polinomios con
coeficientes reales de grado < n. Si p € P, entonces p(X) = a, X" + a,_(X* ! +

ap_ X" 2 4+a, X" 342, X"*+..4a;X+a,VaeR.

La suma de p(X)+ q(X) esta definida usualmente, si q(X) = b, X" +
bp_1 X"t + by o X" 2 + by X" 3 + by 4 X"t 4 -+ b X+ by VhjeR =
PX) +a(X) = (an + bp)X" + (@n-1 + bn-1)X" ! + (ap-z + bp_2)X" 7% +
(an—3 + bp_3)X"3 + (ap_g + bp_)X"™* + -+ (a; + b))X + (8 +

bg) siendo obvio que la suma de dos polinomios de grado < n es otro polinomio
de < n, por lo tanto se cumple el axioma i). Las propiedades ii) y v) son claras.
Si se define el polinomio 0 = 0X™ + 0X"~1 4+ 0X"~2 + 0X"~3 + OX"™* + -+ +
0X+0 =0¢eP,y, con ello, el axioma iii) se cumple, con lo que P, es un

V(Espacio Vectorial) > R 0 un espacio vectorial real.

Ademas, las funciones constantes, incluyendo funcion f(X) = 0, son polinomios

de grado cero.

Los Espacios Vectoriales C[0, 1] y C[a, b] existen si V = C[0, 1] el conjunto de
funciones continuas de valores reales definidas en intervalo [0, 1]. Se define
f+ X =fX) +gX) y (af)(X) = a[f(X)] como suma de funciones continuas
es continua, por lo que el axioma i) se cumple y el resto de los axiomas son

verificables facilmente con 0 = funcién cero y (—f)(X) = —f(X).

L



CAPITULO 3. TRANSFORMACIONES Y ESTRUCTURAS VECTORIALES EN LA
OPTIMIZACION MATEMATICA

Igualmente, C[0,1], el conjunto de funciones de valores reales definidas y

continuas en [a, b] constituye un Vigspacio vectorial)-

El Espacio Vectorial M,,,,, existe si V = M,,,,, denotada por conjunto de matrices
mxn con componentes reales, entonces con suma de matrices y multiplicacion
por un escalar usuales se verifica que My, €s Vigspacio Vectorial) CUyO neutro
aditivo es la matriz de dimensiones mxn. Sin embargo, un conjunto de matrices
invertibles puede no formar un Vigspacio vectorial)> Pues si Sz es conjunto de

matrices invertibles de 3x3.

Se define la “suma” A+ B por A+ B = AB, pues si A y B son invertibles,
entonces AB es invertible por el Teorema que indica sean A y B son invertibles

de mxn = AB es invertible y (AB)™! = A"1B1,
Demostracion:

Con base en Teorema que afirma que si una matriz A es invertible, entonces su
inversa es unica, pues si B y C son dos inversas de A se pude demostrar que B =

C. Por definicion se tiene que AB=BA=1yAC=CA=1

Por ley asociativa de multiplicacion de matrices se tiene que B(AC) = (AB)C =
B =Bl = (AB)C =IC =C =~ B = C quedando demostrado el teorema y, en
consecuencia, A™'B™1 = (AB)"! ©® A"'B~1(AB) = (AB)(A™'B 1) =1
tratindose, Unicamente, de una consecuencia, pues (AT'B71)(AB) =
B-1(A"'A)B=B'!()B=B'B=1 debido a ABCD = A[B(CD)] =
[(AB)C]D = A(BC)D = (AB)(CD) 'y, por lo tanto, (AB)(A™'B™1)=
A(B™IB)A™! = AIA"! = AA™! =1 de manera que el axioma i) se cumple,
mientras que axioma ii) es la ley asociativa para multiplicacion de matrices, pues
el Teorema de Ley Asociativa de Multiplicacion de Matrices lo confirma al ser

A= (aij) una matriz de mxn, B = (bi]-) matrizde mxpy C = (cij) matriz de pxq,

e
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entonces esta ley indica que A(BC) = (AB)C se cumple y ABC, definida por

cualquiera de ambos lados de esta ecuacion, es una matriz de nxq.

Los axiomas iii) y iv) se satisfacen con 0 = I; y —A = A™1. No obstante, AB #
BA en general debido a que, generalmente, el producto de matrices no es
conmutativo (AB # BA) e, incluso, puede que AB esté definida mientras que BA
no lo esté y, por ende, en ocasiones ocurre que AB = BA como una excepcion, no
de una regla, tal que si AB = BA se dice que A y B conmutan aunque el orden de
multiplicacion de dos matrices debe hacerse con cuidado. Con base en esto, el

axioma v) no se cumple y, por lo tanto, Sz 10 €s Vigspacio vectorial)-

Ademas, segun Teorema indica que si V es un espacio vectorial:

i) a0 = 0 para Vagscalar)
ii) 0+xX=0paraVXeV
ii) oX=0=a=0,X=0oambos

iv) (-1DX=—XparaVX€eV
Demostracion:

i) Por axioma iii), 0 + 0 = 0 y axioma vii),a0 = a(0 + 0) = a0 +
a0 si se suma —a0 en ambos lados de esta ecuacion y axioma ii), ley
asociativa, se obtiene a0+ (—a0) = [a0 + a0] + (—a0) = 0 =
(a0) + [a0 + (—a0)] = a0 + 0 = aO.

ii) Esencialmente, se una la misma prueba anterior. Se inicia con 0 +
0 = 0 y se usa axioma vii) para comprobar que 0X = (0 + 0)X =
0X + 0X 00X + (—0X) = 0X + [0X + (—0X)] 00 = 0X + 0 = 0X

iii) SiaX = 0. Si a # 0 se multiplican ambos lados de esta ecuacion por
1/a = a~! para obtener (a~1)(aX) = (a™1)0 = 0 por parte de

axioma i), pero (a™1)(aX) = 1X = X por axioma ix), tal que X = 0

<&
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iv) Se usa el hecho que 1+ (—1) = 0. Luego, usando axioma ii), se
obtiecne0 = 0X =[1+ (-1)]X=1X+ (—1)X =X+ (—1)X. Sise
suma —X en ambos lados de esta ecuacion se obtiene —X = 0 +
(X)=X+(-DX+(X)=X+(X)+(-DX=0+
(DX =(—-1)X == —X = (—1)X. Ademas, el orden de la suma en

esta ecuacion se puede invertir mediante axioma v), ley conmutativa.
3.10.2. Subespacios Vectoriales

Los Subespacios Vectoriales se explica debido a que si H es un subespacio
vectorial de V si H es un subconjunto no vacio de V, H es un espacio vectorial,
junto con operaciones de suma entre vectores y multiplicacion por escalar

definida para V. Es decir, el subespacio H hereda las operaciones del

(13 29
V(Espacio Vectorial) padre”.

El Teorema Subespacio Vectorial indica que un subconjunto no vacio H de un V
es un subespacio V es un subconjunto de V si cumple las reglas de cerradura si un

subconjunto no vacio es un subespacio:

i) SiXeHyYeH=X+Y €H
ii) SiX € H = oX € HparaVa

Demostracion:

Si H es un V, entonces las dos reglas de cerradura se cumplen; es decir, las dos
operaciones de axiomas i)-iv), operaciones de cerradura, se cumplen por
hipotesis. Como vectores en H son vectores en V, los axiomas ii), v), vii), viii),
ix) y x), identidades asociativa, conmutativa, distributiva y multiplicativa, se
cumplen. Sea X € H por hipdtesis de axioma ii), pero el Teorema que indica que

si V es un espacio vectorial tal que 0 € H, cumpliéndose axioma iii).

Finalmente, por axioma ii), (—1)X H para V X € H.

e
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Por Teorema que indica que si V es un espacio vectorial, axioma iv), —X =

(—1)X € H, cumpliéndose axioma iv) y, con ello, la prueba esta completa.

En una ecuacion de fisica se puede deducir que vector posicion de un punto en un

determinado instante en el tiempo en fisica se representa mediante la ecuacion

I(Vector Posicion) = A(Vector AT B(Vector Bt C(Vector C)> mientras que

graficamente es:

Figura 3.4. Representacion grafica

—

C(Vac[ar [y]

B [Vector B}

A(‘U’a ctor Al

Fuente: (Mora, 2016)

Entonces, 0Q(vector 0q) = OP(vector or) + PQ(vector pq) nace de la suma de

vectores por el método del poligono:

Figura 3.5. Método del poligono

AY

- —om

Pyvector p) €ON(X, ) \

Sy

\\ Q(Vecwr Q) COII(X, Y)

Fuente: (Mora, 2016)
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Sin embargo, esta sumatoria de vectores puede transformarse en la forma de

Regresion Lineal Simple (Y = b 4+ mx) y su nomenclatura matematica seria

I(Vector Posicion) = P(Vector P) +
= > X
t(n veces la multiplicacién de vector ﬁz’)PQ(Vector PQ) = I'(Vector Posicion) = (Y) +

18 >
t(U) eER = F(vector Posicion) = (xy) +t(,v).
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CAPITULO 4. MODELOS LINEALES Y CALCULO DE PARAMETROS MEDIANTE
INTEGRALES MULTIPLES

CAPITULO IV

MODELOS LINEALES Y CALCULO DE
PARAMETROS MEDIANTE INTEGRALES
MULTIPLES

4. Modelos lineales y su estimacion de parametros

Los modelos lineales y su estimacidon de parametros por Minimos Cuadrados
(MCO o OLS en inglés) propone que una relacion funcional entre Y y X es una
linea recta de la forma Y; = 1 + B,X; + & tal que el paso siguiente es encontrar
estimadores para 3y, conocido como interseccion o coeficiente de intercepto y
1, coeficiente de pendiente de la linea recta. Se pueden disefiar diversos métodos

algebraicos para realizar esta estimacion.

Por ejemplo: se puede aplicar el principio que la suma de residuos sea igual a
cero; es decir, ), e; = 0. Este criterio aseguraria que aquellos residuos iguales en
magnitud y signo tendrian la misma importancia; aunque, este método tiene la
desventaja que aquellos errores de igual magnitud, pero distinto signo, se

cancelan mutuamente.

Sin embargo, el criterio con que trabaja este método es encontrar los estimadores
de By y B1 que minimicen la suma del cuadrado de residuos, sin perder el
comportamiento del término error. Entonces, cada residuo (error) es la distancia

que existe entre valores observados de Y; y valores predichos por el modelo.
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Figura 4.1. Grafica de residuos
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Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

También es posible aplicar el criterio de minimizar la suma de los valores
absolutos de los errores, pero como se puede comprobar, los calculos son
sumamente engorrosos y légicamente la importancia de errores estara en funcion
de su magnitud y, por lo tanto, una prediccion con un error igual a dos unidades

sera considerada peor que una prediccion con dos errores de una unidad cada uno.

Ademas, se ha desarrollado un método algebraico, relativamente facil de
computar, que penaliza mas los errores grandes que los pequeiios y también
asegura que habra igual nimero de errores positivos que negativos, este es el

método conocido con el nombre de minimos cuadrados ordinarios.

Se adoptara convencionalmente la notacion de letras mintisculas para indicar
estimadores y las letras griegas para denotar los pardmetros. La flecha — indica
"estima a..". De esta manera podemos decir que by = By (se lee b cero estima
abeta cero), by — Bg, €i = & y quey; — Y, paraun X; dado. Entonces, Y; = By +
B1X; + g es el modelo y y; = by + b, X; + €; es la ecuacion de la recta de mejor
ajuste, cuyos coeficientes han sido estimados por medio del método de los
minimos cuadrados ordinarios. Si se define Y; — y; = e; como un residuo, que es

la diferencia entre el valor observado y el estimado de Y.
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Entonces, %(Y; —yi)? =Y eiz es sumatoria del cuadrado de estos residuos,
funcion que hay que minimizar para asegurar que la suma de cuadrados del error
sea un minimo. Si se reemplaza Y; por by + b, Xjen esta expresion, el resultado

es X(Y; — by + b Xj)? =Y €7

Tal que la sumatoria va de 1 a n, el tamafio de la muestra. Se sabe por analisis
matematico que esta suma de cuadrados depende de los valores de by y by; por
lo tanto, hay que derivarla parcialmente con respecto a cada uno de estos
estimadores ¢ igualar cada ecuacion resultante a cero para encontrar su valor

e Yef

2
minimo. Entonces, b—‘ =2)2(Y;—by+b;X))(—1) =0 Yy =2 Y(Y; — by +
0 1

b;X;) (—X;) =0 tal que arreglando términos se obtienen las ecuaciones

normales: Y Y; = nbg + by X X; y X X;Y; = by X X; + by X X2,

En consecuencia, se trata de un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas. Para
despejar by y b; se multiplica la primera ecuacion por ); X;,la segunda por n y se

le resta la primera a la segunda:

nZXiYi=nbOZXi+nblin2
2
inZYi =nbOZXi+b1 (EXI)
2
nZXiYi—ZXiZYi = nblinz — b, (in)

[n¥ X;Yi—-¥Xj X Yil
[nEXZ-(ZXi)?]

, . .. . . [Z XiYi_(M)]
mas conocida, se divide por n tanto arriba como abajo b; = T")Z
(55

interseccion by se puede obtener conociendo by y dividiendo por n la primera

Despejando by de esta ultima ecuacion queda by = o, en forma

yla

ecuacion normal, lo que de paso demuestra que la recta de regresion pasa por el
punto medio de las observacionesen Yy X: Y = by + b;X. Tal que Y y X son las

medias de Y y de X, respectivamente.

e
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Por lo tanto, by =Y — b X obtiene la ecuacion de ajuste que permite obtener
cualquier valor de Y dado un X y resolviendo, de acuerdo con los coeficientes
estimados, se obtiene Y; = by + b,X;, definida como ecuacién de prediccién.
En consecuencia, sea el modelo de regresion lineal simple Y; = B¢ + B1Xi + & ¥y
si se cumplen los supuestos en torno a g;, entonces los estimadores minimo-
cuadraticos de By y B1 son estimadores lineales insesgados y minima varianza

(eficientes).

También, los estimadores son MELI; es decir, los mejores estimadores lineales
insesgados. Por lo tanto, un estimador lineal es aquel que puede escribirse como

una funcion lineal de las variables X y Y del modelo.

La prueba de hipotesis ayuda a resolver, junto con particion de suma de cuadrados
y analisis de varianza, uno de los problemas en la construccion de modelos
econométricos debido a que permite evaluar la capacidad que éstos tienen de
representar la realidad contenida en la estructura sugerida por las observaciones

muestrales disponibles.

Para ello existen numerosas técnicas, revisaremos aqui una de las mas populares
denominada analisis de varianza (ANOVA, por sus siglas en inglés). El objetivo
es saber si X es un buen predictor de Y, para ello hay que probar Hy: 1 =0
(pendiente cero) versus H,:[; # 0. También, es importante comprobar o
“docimar” Hy: By = O (recta para por el origen) versus H,: B¢ # 0. Tal que, sila

pendiente es cero, X no tiene capacidad explicativa de variacion de Y.
4.1. Analisis de varianza

En consecuencia, la técnica de analisis de varianza parte del hecho de que la suma
de cuadrados totales (SCT) se puede particionar en porciones con significado
preciso, pues una parte se debe a la media (SCM), al modelo de regresion (SCR)

y, la Giltima no explicada, suma de cuadrados de los residuos (SCE):

-
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Andlisis de Varianza (ANOVA 6 ADEVA 6 ANVA) para Regresion Lineal Simple (RLS)

Suma de
Fuente de
Grados de Cuadrados
:I;Cnclbn libertad (g.1) Suma de Cuadrados (SC) redios Fratentoas | Fravtas
V) (SCM)
n grados de libertad Ry
Total (total de observaciones) 24 w
3 1 grado de libertad «
Macka (slempre) (Z Y,) /n

1 grado de libertad

Regresion | (solo 1 variable lz XY - (Z X‘Z Y,)/n

explicativa)

SCregresion PCMRogrevion
Gluegresion | SCM grror)

/

Sxi- ((}_‘,x,)’)/n

Error n-2 Z e SCreror
Glerror

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gonzalez B. G., Métodos

estadisticos y principios de disefio experimental, 2010) y (Hurtado & Goémez, 2010)
4.1.1. Estimadores

Los estimadores que interesan son by, by y Y; para un X dado. Como todo

estimador, constituyen variables aleatorias con sus respectivas varianzas:

Estimador Parametro Varianza
by By 0%b; = 02 | e
177 B — X)2
TX?
b 2h =2 =2
0 Bo 0°by = 0f [n YK, —X)?

1 02
fi=bo+biX; [Yi=Bo+BiXi | 2 _oza”"o—")]
V/X =%

nX(X; — X)?

Con esto, se afirma que estimadores by, by y Y; se distribuyen normalmente y,

por tanto, cada uno tendra una distribucion “t” de forma:
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Para bo L—.BO) =tn-2.a
Cby i
Para b1 (b;zsl) = YUn-2.0)
o,
Para Yi/x w = tn-2.a)
v/x

Con los estadisticos de “t” se realiza pruebas de hipodtesis y se construyen
intervalos de confianza para parametros. Generalmente, la prueba que se hace
para cada parametro es demostrar que son diferentes de cero, pues tiene

implicaciones muy importantes para el modelo. Por ejemplo: Hy: ;=

0vs Hy: By # 0 =t = 2220

by

Después, se compara este valor “t” calculado con el obtenido por tablas para un
valor a (t;) determinado. Se trata de una prueba de dos colas, tal que para no
aceptar o rechazar Hy, el valor t. debe ser mayor, en términos absolutos, que el
valor t;. Si no se acepta Hy se interpreta que la variable explicativa X (variable
exdgena, independiente o explicativa) es un buen predictor de Y (variable

endogena, dependiente o explicada) e, igualmente, aplica para by.

Para estimar una proyeccion de punto Y se usa la recta de ajuste Y; = by + b1X;
valorada para un X determinado. Estos son valores predichos o prefijados cuando
los X, se encuentran dentro de rango de los X observados. También, se puede
estimar un valor de Y que esté fuera del rango de observaciones. Si se trata de una

serie de tiempo, el estimador tendra la categoria de prondstico.

A menudo es de interés obtener una prediccion de punto, pero también de un
intervalo de confianza para el verdadero valor futuro, que se construye sumando
y restandole a la estimacion de punto una cantidad que resulta de multiplicar el
valor “t” para un o determinado por el error estandar de proyeccion de punto.

Dado que el error estandar de proyeccion de un punto se incrementa a medida que
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X, se aleja de la media X, entonces esta cantidad que se suma y resta a la
proyeccion de punto se ird incrementando, haciendo que la longitud del intervalo

sea cada vez mas grande.

En consecuencia, aun cuando el modelo haya proporcionado un muy buen ajuste,
los intervalos de confianza se van abriendo rapidamente a medida que la
proyeccion se aleja de media de datos. Las curvas que marcan los limites
superiores ¢ inferiores de intervalos de confianza se denominan bandas de
confianza y se basan en funciones exponencial (conocida formalmente como la
funcion real e*, donde e es el numero de Euler, conocido en ocasiones como
numero de Euler o constante de Napier, fue reconocido y utilizado por primera
vez por el matematico escocés John Napier, quien introdujo el concepto de

logaritmo en el calculo matematico y equivale a 2.71828, aproximadamente.

Esta funcion tiene por dominio de definicion el conjunto de los niumeros reales y
tiene la particularidad de que su derivada es la misma funcion. Se denota
equivalentemente como f(X) = e* o exp(x), donde ¢ es la base de los logaritmos
naturales y corresponde a la funcion inversa del logaritmo natural) y logaritmica
(el método de calculo mediante logaritmos fue propuesto por primera vez,
publicamente, por John Napier (latinizado Neperus) en 1614, en su libro titulado
"Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio”. Es una funcion logritmica

basica es la funcion y = logby, dondeb > 0y b # 1):



https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_matem%C3%A1tica
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_real
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_e
https://es.wikipedia.org/wiki/Dominio_de_definici%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_reales
https://es.wikipedia.org/wiki/Derivada
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_e
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_inversa
https://es.wikipedia.org/wiki/Logaritmo_natural
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Figura 4.2. Bandas y limites de confianza

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

Esta funcion es la operacion inversa a exponenciacion de base del logaritmo; es

decir, e* y su dominio es el conjunto de R. Graficamente:

Figura 4.3. Funcion exponencial

Y
ya r=2
y=x
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7
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Fuente: (Gujarati & Porter, 2010) y (Mora, 2016)

Ejemplos:

a) Con base en las siguientes observaciones:

Observaciones Calculos
X Y Xy X+ y?
3 2 6 9 4
2 3 6 4 9
2 5 10 4 25
5 10 50 25 100
12 20 72 42 138

Haga inferencia estadistica sobre los parametros estimados y las proyecciones Y.

Los errores estandar de estimadores by y by son:

X2
o%o=c§[—2 —
nY(X; — X)

=3. 5(Desviacién Estandar o oy,)

42
=7x [—] =+/12.25
4x%6
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1 1
612)1 = o¢ [ — 2] =7% [g] = V1.17 = 1. 08 pesviacion Estandar o o1, )
%(Xi —X)

Para probar que by # 0, se divide el estimador by entre su error estandar y se

b 1 .
G—O =-3:= —0.2857. Después, este valor se compara
bo .

obtiene la “t.”: t. =
con el obtenido en tabla de “t¢mn-2;a=005)" =4.303 = [tc| <|t¢] -

No se rechaza Hy: by = 0, por lo tanto el parametro de interseccion pasa por el

origen.

1 « » b 2
En caso de la pendiente, el valor “t.” es t. = G—l == 18> [te] < Ite] =
b1 .

No se rechaza Hy: by = 0; por lo tanto, X no tiene capacidad predictiva respecto
a Y. Suponga que se quiere realizar una proyeccion para X, = 6 = se valora la

funcion estimada:
Y, =-1+2(6) =11

Y, =—-1+2(7) =13

&S
I

—-1+42(8) =15
Y, =-1+2(9) =17
Y35 = —1+2(40) = 79

Si se quiere un intervalo de confianza para esta proyeccion, se calcula su error

estandar:

.2
2 _ 2|1, (Xe=X) | _ (6-3)] _ _ _
6%y = 02 [n g Rl =] = 12.25 = oyx = V1225 =

3-50(Desviaci()n Estandar o op,)- El valor de “tt(Gl(Error);azo.OS)" =4303 vy
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“t; (Gl(Error):a=0.01)" =9.925 =.. el intervalo de confianza con 95 o 99% de

confiabilidad estadistica sera Y; + (tt (Glgrrory @) * O'V/X) tal que el verdadero

valor de Y; cuando X, presenta valores X;:

¢ cablas) Intervalo de confianza
X, Y, Y x Oy/x i
95% 99% E (Limite inferior)b(Limite superior
6 " 12.25 3.50 -4.06 26.06
7 13 20.42 4.52 -2.06 3244
8 15 30.92 5.56 il Na -0.06 38.93
9 17 43.75 6.61 1.94 45.46
40 79 1698.92 | 39.99 63.94 251.06

La conclusion es que se trata de un intervalo de confianza demasiado amplio que
no tiene aplicacion practica. Esto es, probablemente, por la mala significacion

estadistica del modelo y por el bajo R? obtenido.
4.2.Modelo de regresion lineal simple
El modelo de regresion lineal simple puede formalizarse de la siguiente manera:

Yi= Bo +B1Xj +¢j

en donde Yj es la variable dependiente, X es la variable independiente, B es la

interseccion de la recta con el eje de las Y, comunmente llamado también el

"intercepto” y B1, la pendiente de la recta y finalmente g es el término error

aleatorio.

El modelo supone que para cada valor de X existe una poblacion de Y's, cuyas
medias estan linealmente relacionadas a X. Por esta razon el modelo también se

puede escribir:
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Yi= py;x = Bo+B1Xj *¢

Mas adelante se vera en detalle que la poblacion de Y's y el término error g; se

distribuyen igual, es decir, normalmente y con la misma varianza. Aunque la

media de gj es ceroy lade Y es py/y.

Cuando el modelo hace referencia a observaciones en el mismo momento en el
tiempo, también llamadas observaciones cruzadas (en inglés cross section), se

utiliza el subindice i para denotar cada par (Xj, Yj)dondei=1,2, ..., n, siendo

n el tamafio de la muestra. Para series temporales, es decir, observaciones en el

tiempo, se utiliza el subindice t (X¢, Y¢)parat=1,2,..., T, siendo T el tamafio

de la muestra.
4.2.1. Supuestos del modelo
i. La relacion entre Y y X es lineal.

ii. Las X son variables no estocasticas cuyos valores son fijos (o controlados por

el experimentador).

Uno de los problemas en la construccion de modelos econométricos es poder
evaluar la capacidad que éstos tienen de representar la realidad contenida en la
estructura sugerida por las observaciones muestrales disponibles. Para ello
existen numerosas técnicas, revisaremos aqui una de las mas populares

denominada analisis de varianza (ANOVA, por sus siglas en inglés).

Interesa saber si X es un buen predictor de Y, para ello hay que probar la hipotesis
nula de que el parametro B, = 0 (o sea que la pendiente es cero) versus la
alternativa de que es diferente de cero. El lector debe reflexionar sobre las
consecuencias que tiene rechazar o no rechazar esta hipdtesis (si la pendiente es

cero, entonces la X no tiene capacidad explicativa de la variacion de Y).

L
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4.2.2. Analisis de varianza

La técnica de analisis de varianza parte del hecho de que la suma de cuadrados
totales (SCT) se puede particionar en porciones a las cuales se les puede asignar
un significado preciso: una parte debida a la media (SCM), otra debida al modelo
de regresion (SCR) y una ultima no explicada y que es la suma de cuadrados de

los residuos (SCE).

SCT = SCM + SCR + SCE

Suma de Suma de Suma de Suma de

cuadrados cuadrados cuadrados cuadrados

totales debido a la debido a la debido a los
media regresion errores

Esta claro que la variacion total de la variable dependiente se ha particionado en
porciones a las cuales se les puede asignar un significado especifico. Esta
particion es s6lo un truco algebraico que parte de una identidad, es decir, no nos

comprometemos a asignarles ningtin significado estadistico.
4.2.3. Proceso de calculo
El calculo para cada una de estas sumas de cuadrados es el siguiente:

Suma de cuadrados totales Tyil

Suma de cuadrados debidos a la media (Zyi)z/n

Suma de cuadrados debidos a la regresion) [Zyixj - (inZyi)/n]z/ [EXiZ -

((Zx})?)/n]

Suma de cuadrados debidos a los residuos Tej?

i
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Grados de libertad de estas sumas de cuadrados:

SCT tiene n grados de libertad, es el total de observaciones.

SCM tiene 1 grado de libertad, siempre.

SCR tiene 1 grado de libertad, porque s6lo hay una variable explicativa.
SCE tiene los grados de libertad restantes, o sean - 2.

Si se dividen las sumas de cuadrados por sus respectivos grados de libertad
obtendremos las sumas de cuadrados medios que pueden considerarse como
estimaciones de varianzas. Los unicos que nos interesan son las sumas de los
cuadrados medios de la regresion y los del error. Gracias al teorema de Cochrane
sabemos que estos cuadrados medios se distribuyen como ji-cuadradas
independientes las que divididas por sus propios grados de libertad se distribuyen
como una F con los grados de libertad en el numerador correspondientes a los
grados de libertad de la regresion y con los grados de libertad en el denominador

correspondientes a los del cuadrado medio del error.

De este modo ya se tiene una prueba estadistica para probar la hipotesis conjunta

respecto a Bq. Los resultados se presentan comiinmente en la llamada Tabla de

Analisis de Varianza o Tabla ANOVA por sus siglas en inglés.

Tabla Anova
Fuente de Grados de | Suma de Suma de
F calculada
variacion libertad cuadrados | cuadrados medios
Total n SCT
Media 1 SCM

-
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Regresion 1 SCR SCR/1 SCR/1/SCE/n-2

Error n-2 SCE SCE/n-2

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gonzalez B. G., Métodos

estadisticos y principios de disefio experimental, 2010)

Notese que la SCE/n-2 constituye una estimacion de la varianza de la regresion.
Es la varianza estimada de los errores que es también la varianza estimada de Y.

Su notacion es la siguiente:
cez = Zeiz/n—Z

Para probar la hipotesis de que H: B, = 0 versus la alternativa H : B, # 0 se

aprovecha el hecho de que SCR/1/SCE/n-2 sigue una distribucion F con 1 grado

de libertad en el numerador y n-2 grados de libertad en el denominador.

Si la F calculada en la tabla ANOVA es superior a la dada por las tablas para un
o determinado (1-a es la significancia) no se acepta la hipotesis nula y se

concluye que el parametro B, es diferente de cero, indicando con ello que X si

tiene capacidad predictiva sobre Y.

La evaluacion global del ajuste de la regresion se puede hacer con SCR (regresion)
. . . 1 .
0, mejor, con varianza muestral de residuos (;) » eiz. Pero residuos no son todos

independientes, sino que estan ligados por las dos primeras ecuaciones:

i.  Suma de residuos es cero: ), e; = 0.
ii.  Suma de residuos ponderada por valores de variable regresora es cero:
inei = 0.
. Xy =X¥i
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iv.  Suma de residuos ponderada por predicciones de valores observados es

cero: ), §ie; = 0.
Tal que se usa la llamada “varianza residual” o estimacion MC de ¢?:

52 = [M
(-2

Su raiz cuadrada G, que tiene las mismas unidades que Y, es llamado
“error estandar de regresion”. La varianza residual o error estandar son indices
de prevision del modelo, pero dependen de unidades de la variable respuesta y no
son utiles para comparar rectas de regresion de variables diferentes. Otra medida
de ajuste requiere una adecuada descomposicion de variabilidad de variable

respuesta.

Teorema. Considere el coeficiente de correlacion muestral, cuyo significado es

convencional:

B Sxy B Sxy
I'(Coeficiente de correlacién muestral) — S.S -
XUy

1
(S:5,) 72

Entonces, se verifican las relaciones siguientes (Carmona, 2003):

L XGi—-9* =20 -9+ 2X@i -9
ii.  SCRResiduos) = 2(¥i —J)?> = 1 =) X @ —9?* = 1 —r?H)S,

I - A (1—r2)5y)
.o = ((n—Z))_< (n-2)

Demostracion: i) X(yi —9)? =Xy —9i+9i—N? =2 - 9)* +X@i -
+2X@i -9 @i—¥, pero  X@i—9)Gi—9) =X -G -
¥) 2.(yi — §1) = 0 por propiedades anteriores. Ademas, recuerde la ortogonalidad

de sub espacios de errores y estimaciones. Es facil ver:
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D 0= =B ) (-0 =1 ) 5P

Tal que:

D G- =) G- 90 +1? ) @i =)

Entonces:

D G-t = -1 4 -9

El estimador centrado de varianza 62 de modelo, con Y variable aleatoria y X
variable controlable; es decir, los valores que toma X son fijados por el
experimentador y suponiendo que se calcula Y para diferentes valores de X segiin
el modelo, y; = Bo + B1Xi + & Vi= 1,2,3,4,...,n tal que E(g;) = 0,var(g;) =

0?Vi=1234,..,n es 67 = [~ estiuon)] _ ((Hz)sy
(n-2) (n-2)

de suma de cuadrados de observaciones en dos términos independientes se

). La descomposicion

interpreta como “la variabilidad de Y se descompone en un primer término que
refleja la variabilidad no explicada por regresion, por azar y segundo término que
contiene la variabilidad explicada o eliminada por regresion tal que puede

interpretarse como la parte determinista de variabilidad de respuesta:
VT(Variacién total) = Z(Yi - 3_’)2 = Sy
VNE(Variacién no explicada) = Z(Yi - g’i)z = SCR(Residuos)

VE(Variacién explicada) = Z(S\,l - }_’)2 = B%Sx




CAPITULO 4. MODELOS LINEALES Y CALCULO DE PARAMETROS MEDIANTE
INTEGRALES MULTIPLES

Tal que VT(variacion total) (E(¥i = ¥)?) = VNE (variacion no explicada) (X (¥i —
9% + VE (Variacion explicada) (Z(i — ¥)?) 0, también, VT(variacion total)(Sy) =
VNE (Variacién no explicada) (SCR(Residuos)) + VE(variacin explicada) (B3Sx)-

Definicion. Una medida del ajuste de recta de regresion a datos es la proporcion

de variabilidad explicada definida como “coeficiente de determinaciéon”:

R? — <VE(Variaci6n explicada) (Z 6\’1 - 37)2))
VT(Variaci()n total) (Sy)

_ <VNE(Variaci()n no explicada) (SCR(Residuos))>
VT(Variacién total) (Sy)

Esta medida se puede usar en cualquier tipo de regresion, pero en caso particular

de regresion lineal simple con una recta es:

(1 - I'z) (VT(Variacién total) (Sy))

RZ =1-
VT (variacién total) (Sy)

Entendido como cuadrado del coeficiente de correlacion lineal entre dos
variables. El coeficiente de determinacion R? es una medida de bondad del ajuste,
0 <R? <1 mientras que el coeficiente de correlacién es una medida de
dependencia lineal entre dos variables, cuando son aleatorias y s6lo hay una

variable regresora.

Considere la situacion en que dos variables aleatorias, tanto variable respuesta
como explicativa o regresora tal que se toma una muestra aleatoria simple de
tamafio n formada por pares ordenados

(x1,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), (X4,Y4), --., (Xn, ¥n) de dos variables aleatorias (X,Y)

con distribucién conjunta normal bivariante:

2
071 61032 P>

(X, Y) ~N,(11, %) tal que p = (uy, 1) yE = ( 2
0102p 03

-
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Donde Cov(X,Y) = 0,0,py p es coeficiente de correlacion X y Y. La distribucion

condicionada de Y dado un valor de X = x es:
Y|X = x~N(Bo + B1X,03.1)

Donde:

02 0>
Bo =My — (puz *—): By = (p*—) y 03,4 = 05(1—p?)
01 o]

Tal que, la esperanza de Y|X = x es el modelo de regresion lineal simple:
E[Y[X = x] = Bo + B1x

Existe una clara relacion entre 31 y p, p = 0 ssi B; = 0, que no existe regresion
lineal; es decir, el conocimiento de X = x no ayuda a predecir Y. El método de
maxima verosimilitud proporciona estimadores de 3y y B; que coinciden con
estimadores  MC(minimos Cuadrados)- ES posible plantear inferencias sobre

parametro p. En primer lugar, el estimador natural p es:

_ SXY _ SXY
I'(Coeficiente de correlacién muestral) — S.S -
XUy

1
(S:5y) 72

Mientras que:

S
n (Y
Bl - (S ) * I'(Coeficiente de correlacién muestral)
X

B Yy T'(Coeficiente de correlacién muestral) ~ €stan relacionados,  mientras
I'(Coeficiente de correlacién muestral) Fepresenta una medida de asociacion entre X i

Y, B, mide el grado de prediccién en Y por unidad de X; aunque, cuando X es

variable controlada, T(coeficiente de correlacién muestral) ti€ne un  significado
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convencional, pues su magnitud depende de la eleccion del espacio de valores x;

talquep €y T (Coeficiente de correlacién muestral) 10 €5 UN estimador.

Ademas, r? = R? tal que el coeficiente de determinacion es cuadrado de
correlacion. Por ultimo, el principal contraste sobre p es correlacion Hy:p = 0

equivalente a Hy: B; = 0 y se estima con estadistico:

_ /r(Coeficiente de correlacién muestral) VIl — 2\

_ 2
\/1 I'(Coeficiente de correlacién muestral)

Si Hy es cierta sigue una distribucion t,_5).
4.2.4. Bondad de ajuste del modelo

La bondad de ajuste del modelo con relacion a la muestra utilizada puede medirse
también a través del llamado coeficiente de determinacién R2. Este coeficiente
mide la proporcion de la suma de cuadrados explicada por la variable
independiente, una vez descontado el efecto de la media. El resto lo constituye la

suma de cuadrados debida al error, no explicada por X.

Una forma econdmica de calcular el R? es utilizando las sumas de cuadrados

proporcionadas por la tabla ANOVA, de esta manera se define R? como:
R? = SCR/(SCR+SCE)

De esta expresion se puede colegir que si la suma de cuadrados del error es cero,
o sea si el ajuste es perfecto, entonces R? tomara el valor de 1. Por el contrario,
si la SCR decrece con relacion a la SCE entonces el R? se acerca a cero como

limite inferior.

L
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No existe una regla bien demarcada para definir cuando un R? es bueno o malo,
pero en econometria, de acuerdo con el tipo de modelos que se utilizan y la
calidad de la informacién disponible, generalmente se acepta que un R? arriba de
0.8 es bueno. Sin embargo, valores entre 0.6 y 0.8 todavia pueden considerarse

aceptables en no pocas ocasiones.

El modelo y; = By + B1x; + & Vi = 1,2,3,4,...,n tal que E(g;) = 0,var(g;) =

SCR(Residuos) _ (1_r2)sy
(n-2) “\ (n-2)

0’°Vi=12,34,..,n es 6% = [ ) es la formulacion

lineal del problema de hallar la recta de regresion de Y sobre X. Los parametros
Bo, B1 reciben el nombre de “coeficientes de regresion”. El parametro 3, es la
ordenada en origen o intercept en inglés y 31 es la pendiente de recta o slope en

inglés. La expresion matricial del modelo es:

y1 1 % €1
Y2 1 X2 £,
X
ﬁ = 1 Xi (Ej) + zz regresién x = 2
Vn 1 Xn €n

Suponga que esta interesado en decidir i regresion de Y sobre X es realmente lineal

tal que se considera la hipotesis:
Ho: Yi = Bo + B1xi + &
Hi: Y = g(xi) + &

g(x;) es una funcion no lineal desconocida de X. No obstante, el contraste se
puede reconducir. Se requiere n; valores de Y para cada x;. Con cambio de

notacion, para cadai =1, 2, 3,4, ..., k, sean:

P
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_ _\2 _
Xit Vi, Yizr Yiz» Yiar o Ying Yi:( )Zyl,,syl ( )Z(yu vi) ;¥
1
SENTERC) e
0

:n1+n2+n3+n4+"'+nk

Se introduce el coeficiente:

Que verifica 0 < fi2 < 1,mide el grado de concentraciéon de puntos (Xi,yij) en

curvay = g(x;) (curva que mejor se ajusta a datos):

Figura 4.4. Representacion grdfica

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

Si se indica &; = g(x;) coni =1,2,3,4,...,k se convierte hipotesis H; en

hipétesis lineal con k parametros. Cuando H; es cierta, la estimacion de §; = ;.

La identidad:
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SCR(Hip(’)tesis) = SCR(Residuos) + (SCR(Hip()tesis) - SCR(Residuos))

Entonces, es:

Zi,j(Yij - ﬁo - Glxi)z _ Zi,j(Yij - f’i)z + i ni(}_’i - Bo - B1Xi)2

n n n

2 2
= Sy (1 - r(Coeficiente de correlacién muestral))

— <2(1 _ a2 2(a2 _ 2
- Sy(l n ) + Sy (n r(Coeficiente de correlacién muestral))

El contraste que decide si regresion es o no lineal se estima mediante el

estadistico:

N 2
(nz - r(Coeficiente de correlacién muestral))
. _ (k—2)
(F de Fisher) (1 _ ﬁZ)

| -k |

Tiene (k—2) y (n—k) grados de libertad tal que si F(ggeFrisher) resulta

significativa no se acepta su caracter lineal de regresion. Es importante

considerar:
1) Solamente se puede aplicar esta prueba si se tiene n; > 1
observaciones de Y para cada x; (i = 1,2,3,4, ..., k).
i) fi2 es una version muestral de “razén de correlacién” entre dos

variables aleatorias, representadas por X, Y:

» _ El(gX) — E(Y)?]
- Var(Y)

Tal quey = g(X) = E(Y|X = x) la curva de media de Y sobre X. Este coeficiente

n? verifica que:
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a) 0<n?<1.

b) n? =0 =y = E(Y) tal que la curva es larecta y = constante

¢) n?=1=y=gX)tal queY es funcién de X

iii) De forma analoga, la hipotesis Y es alguna funcion, no lineal, de X
frente a hipdtesis nula que no hay ningun tipo de relacion se puede

plantear. Las hipdtesis son:
Ho:y; = H(Constante) T i

Hityi = g(xi) +&

Con igual notaciones:

SCR (Hipstesis) = Z(yi]- - 371)2 con n — 1 grados de libertad
ij

SCR(Residuos) = Z(yi]- — }_/i)z con n — k grados de libertad

ij
Tal que:

G
e _|&=D
(F de Fisher) (1 _ ﬁZ)

(n—k)

Interpretada como prueba de significancia de razon de correlacion.

4.3.Estimaciones de coeficientes de regresion

Las estimaciones de coeficientes de regresion con datos observados se estiman

mediante estadisticos:
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f= () kst = () Do 07 = (5) v
()E(y—y) Y Sxy = ()2(X1—X)(yl )

X,Y,52, 532, Y Sxy son medias, varianzas y covarianzas muestrales; aunque, el
significado de s? y Sxy €s convencional, pues X no es variable aleatoria. Con esta

notacidn las ecuaciones normales son:

oo )= (50)

Como:

La solucion es:

Tal que:

S-S = B

Tal que, la recta de regresion es y = By + B1X o0, en forma, y — y = B1(x — X).
La recta pasa por el par ordenado (X, ¥) y el modelo es valido en rango de x;. Esta

es la recta que se obtiene del modelo equivalente con datos x; centrados. Estas
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estimaciones son insesgadas y varianza minima entre todos los estimadores

lineales, teorema de Gauss-Markov.

Las varianzas y covarianzas de estimadores son:

Sy L Var(ﬁo) COV(GO, B1) _ ron—1 ~
Var(B,) = (COV(BO, 3)  var(By) ) =02(XX)  =E(Bo)

A 1 %2 A A
By Var(Bo) = o* (3 + - ) BB = B var(R)
2 )

X

Para contraste de hipotesis Hy: By = b se usa estadistico:

~

_ Bo — bo
t(Student) - 1/
52 (1 N z) ’
n - Sy
Si no se rechaza la hipdtesis, sigue una distribucion

t(Student);(n—z)grados de libertad-

Justificadamente, suponga que el investigador propone el modelo de regresion

simple que carece de parametro intercepto By:
yi=B1xi+¢& i=1234,..,n

Tal que, el estimador MC de parametro 3, es:

~ X XiYi
Bi:(ZXxiZ>

Y su varianza es:
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~ 1 1
var(B) = <m>z * Var(y;) = (02) (z_x>

El estimador de o2 es:

. /SCR(Resid 1 .
- (e ()Y T

Con base en hipoétesis de normalidad se construye intervalos de confianza 100 *

(1 — a)% para B1:

1

By + t(student)(n-1)(@) * T (Z_Xlz>

Para E[Y[x,]:

2
Yo £ t(student)(n-1)(®) * T <2_X12>

Para prediccion de observacion:

2
X
o ~ 0
Yo £ tstudeny(n-1)(@) * 8 || 1+ 5=
% Xj
Frecuentemente, la relacion entre variables respuesta o endogena Y y regresora o
exogena x varia cerca del origen, como quimica. El diagrama de dispersion ayuda
a decidir mejor modelo. Sino esta seguro, se recomienda usar el modelo completo

y contrastar Hy: Bg = 0. Una medida de ajuste de modelo a datos es error

. . ~ SCR : 1 ~
cuadratico medio 6% = (M) = (E) (Xy? —Bi*Xxiyi) que es

n-1
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D

i SCR(Resid
viable compararlo con 2 = (—( esl “05)) —

n-2

2
(1_r(Coeficiente de correlacién muestral))sy(Variacién total)]

(n-2)

El coeficiente de determinacion R? no es buen indice para comparar dos tipos de

modelos. El modelo sin (3 la descomposicion es:

DVE= ) 5=+ ) 97

Justifica la definicion de coeficiente de determinacion es:
~2
RZ — <Z yi )
Yyt

No es comparable con coeficiente de determinacion R? = (

VE(Varianza explicada)) _
VT(Varianza total)

1— ( SCR(Residuos)

), que es una medida del ajuste de recta de regresion a datos
Sy (Varianza total)

es proporcion de variabilidad explicada y puede usarse en cualquier tipo de

regresion, en caso de regresion lineal simple con una recta es R? =1 —

2
(1_r(C0eﬁciente de correlacién muestral))sy(Variacién total)
Sy(Variacién total)
r(ZCOeﬁciente de correlacién muestral) 10terpretada como cuadrado del coeficiente de

correlacion lineal entre dos variables, tal que R3 > R?; aunque, CME, (Error) <

CME(Error)-

Suponga que modelo y; = By + B1Xi + & Vi=1,2,3,4,..,n tal que E(g) =

, R SCR(Resi
0,var(g) =0’ Vi=1234,..,n es 62 = [M] =

(n-2)

2
(1_r(C0eficiente de correlacion muestral))sy(Variacién total)
(n-2)

) es lineal normal tal que

Teorema (sea Y~N(XB,0%l,) conrangoX =m tal que se verifican las
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propiedades: i) Estimacion MC de [ coincide con estimaciéon de maxima

verosimilitud. Ademas, es insesgada y minima varianza.

Demostracion: funcion de verosimilitud es L(Y;B,0%) =

2n02e[_$(Y_XB),(Y_XB)] de modo que el minimo de (Y — XB) (Y — XB) es
méximo de L tal que B=(XX) XY tal que E(B)=(XX) XE(Y)=
(X'X)_1X'XB = B tal que cada B; es un estimador de varianza minima de PB;

debido a que es centrado, maxima verosimilitud y suficiente.

Otra forma de demostrarlo es mediante

Teorema: si y = a B una funcién paraamétrica estimable y B es estimador MC

de B tal que el estimador fl](fmico) =ap.

Demostracion: si  es una funcion paramétrica estimable, tiene un estimador
lineal insesgado b Y, donde b es vector n * 1 tal que se considera el sub espacio

Q = (X) de R generado por columnas de X.

El vector b se puede descomponer de forma tnica:b=b+¢; be Qyc 1L Qtal
que c es ortogonal a todo vector de Q. Considere el estimador lineal b'Y tal que
es insesgado y su valor es unico. Se sabe que b'Y es insesgado pues ¢ = a' =
E(bY)+E(cY)=E(bY) =bXp luego E(bY)=aP, pues E(cY)=
cCE(Y)=cXp=08=0.

Suponga que b*'Y es otro estimador insesgado para  y b*e Q tal que 0 =
E(BY) - E(b"Y) = (5 — b*)XB luecgo (B —b*)X = 0 tal que (5 —b*) es
ortogonal a ), como pertenece a Q debe ser b — b* = 0 tal que b = b*aunque se

sabe que para cualquier estimador MC de e = Y — YB es ortogonal a () tal que

e
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0=be=bY—-bXBasibY=bXBysesabequebY=bX=a talquebY =
\4

aB v p:ii) p~N(B,0? (x'x)‘l).

Demostracién: § = [(X'X)_IX/] Y, B es combinacion lineal de una normal y, por
ello, tiene distribucion normal multivariante con matriz de varianzas-covarianzas
ron—1_ . N1 ool o ~ oo ((B-B)
XXX @DXXX) " =(XX) 0% i) (B-B)XX(50) ~x
Demostracion: es consecuencia de propiedades de normal multivariante anterior;

iv) f% es independiente de SCR(residuos)-

Teorema: la funcion paramétrica af es estimable ssi a € (X') = (X'X).
Demostracién: sabe que funciéon paramétrica a B es estimable ssi a es
combinacion lineal de filas X; es decir, cuando a € (X') tal que solo queda probar

(X') = (X'X), pero X X, = X'd para d = X, tal que (X X) < (X).

Ademads, las dimensiones de ambos sub espacios son iguales, pues

regresion (X') = regresion (X'X), donde se deduce la igualdad y v)

SCR(Resi . SCR(Resi 2 2
(—(Resmuos)) ~x&_m), aplicando ( (ReS’duos))= (Zm“) +(—Zm+2) +

o2 o2 o2 o2

2 2 2
Z Z Z .
(%”) + (2—2"4) 4+ (6—2) se obtiene una suma de cuadrados n—m

variables normales independientes; es decir, una distribucion y2_p,, bajo ciertas

SCR(Residuos)

) es un estimador de
(n—m)

condiciones generales se prueba que 62 = (

varianza minima de o2, se verifica:

B = (Bo B) ~N (B, Var(B))

Donde:
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(EeF) X
Var(B) = (rZ(X'X)_1 =gz 1 x 1SX
TS s

Se sabe P es independiente de SCR (gesiduos) tal que para contrastar una hipdtesis

de tipo Hp: a B = c se usa el estadistico t(student)

af-c

(62(a (X X)-1a)) 2

t(student) =

Esta sigue una distribucion t,_»y si Hg no se rechaza o no es falsa.

El contraste de hipdtesis Hy: 1 = by versus Hi: B # by se resuelve no

aceptando Hy si:

Bi—by
SO
£

Donde P[|t(n_2)| >t(n_2)(a)] = a. En particular, interesa contrastar si la

> t(p—2) ()

pendiente es cero; es decir, la hipotesis Hy: 31 = 0 fal que si Hy: 31 = 0 no es
falsa, el modelo y;=Bo+P1Xi+e&Vi=1234,..,n donde E(g) =

0,var(g) = 0? Vi = 1,2,3,4, ..., n se simplifica y convierte en:
yvi=Bo+&VvVi=1234,..,n

Donde:

~ 2 B
SCR(Hipétesis) = Z(Yi - BOlH(Hipétesis)) = Z(Yi - Y)Z = Sy (Variacién total)
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Dado que ﬁo'H(Hipétesis) =y

Sxy
Por Teorema I'(Coeficiente de correlacién muestral) = (S S — ) =
x99y (Variacién total)

Sx
< Y ) se sabe que SCR (Residuos) = (1 -

1
(sty (Variacion total)) /2

2 .
T'(Coeficiente de correlacion muestral)) * Sy tal que:

. _ _ SCR(Hip(’)tesis) - SCR(ReSidUOS)
(F de Fisher) — SCR(Residuos)
( n-—2 )

2
Sy (Variacion total) — (1 ~ I'(Coeficiente de correlacién muestral)) * Sy (Variacién total)

2
<(1 ~ I'(Coeficiente de correlacién muestral)) * Sy (Variacién total))
n-—2

2
_ r(Coeficiente de correlacién muestral)
= (n - 2) 1 5 ~F(F de Fisher);(1;,n-2)

- I‘(Coeficiente de correlacién muestral)

Ademas:

- n-—2
t(student) = F(F de Fisher) = I' * <1 — 2 >
I-(Coeficiente de correlacién muestral)

Sigue una distribucion t(stydent) con n — 2 grados de libertad.

4.4.Contraste para significacion de regresion

J

Este contraste Hy: 31 = 0 se llama “contraste para significacion de regresion’
y se formaliza en una tabla de andlisis de  varianza

(ANOVA, ANVA, ANDEVA, ADEVA) en que explica la descomposicion de suma
de cuadrados VT(Variacic’)n total) Qi — }_’)2) =
VNE(Variaci()n no explicada) (Z (Yi - yi)Z) + VE(Variacién explicada) (2(5\’1 - }_’)2)
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o, igual, V’I‘(Variacién total)(sy) = VNE(Variaci(’)n no explicada) (SCR(Residuos)) +

VE (Variacioén explicada) (B% Sx) :

Fuente Grados

Suma de Cuadrados
de de . F(Calculada de Fisher)
L . cuadrados medios
variacion | libertad
Total n—1 Sy (Variacién tot

CM (Regresisn)

3 N ~ CM R i6
Regresion 1 B1Sxy B1Sxy <ﬂ>
— rror
1
S(:R(Residuos) CM(Error)
Error n—2 =Sy _ (SCR(Residuos)\
- Blsxy n-—2 )

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gonzalez B. G., Métodos

estadisticos y principios de disefio experimental, 2010) y (Hurtado & Gomez, 2010)

El hecho de no rechazar Hy: 1 = 0 puede implicar que la mejor prediccion para
todas las observaciones es y, pues la variable x no influye y la regresion es inutil;
aunque, la relacion podria no ser del tipo recta. No aceptar Hy: 31 = 0 puede
implicar que el modelo lineal y; = Bo+ B1xj+ ¢ Vi=1234,..,n donde

E(g) = 0,var(g) = 6?2 Vi=1,2,3,4,...,n es o no adecuado.

Sin embargo, es importante no confundir la significacion de regresion con una
prueba de causalidad. Los modelos de regresion Unicamente cuantifican la
relacion lineal entre variables endogena o respuesta y exdgenas o explicativas,

pero no justifican que éstas sean causa de otras.

e
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Finalmente, la adecuacion de modelo y; = 3o + B1x;+ & Vi= 1234, ..,n
donde E(g) = 0,var(g)) =0?Vi=1234,..,n como de normalidad se

estudiaran mediante analisis de residuos.
4.5.Estimadores puntuales

Los estimadores puntuales Bo,B; y 02, intervalos de confianza para estos
parametros se puede proporcionar con base en distribuciones. Su ancho estara en

funcion de la calidad de recta de regresion. Con la hipotesis de normalidad y
segun distribuciones de Bo y B4, un intervalo de confianza para pendiente [3; con

nivel de confianza 100 * (1 — )% es:

6'2

) 1,
B x t(student);(n-2) (o) * (S_>
X

Donde t(Student);(n—z) (O() es tal que P[|t(Student);(n—2)| < t(Student);(n—Z) (O()] =

1 — a. Anélogamente, para 3, es:

1/2
B ., (1 %°
Bot t(Stllderlt);(n—z)((") x| 04 *|—+—

n sy

Las cantidades:

_ 1, SO/
~ 1 2 - 2 2
eob) = (- (3+5)) “vee0) = (2)

Son “errores estandar” de intercepcion fy y pendiente 4, respectivamente.
Trata de estimaciones de desviacion tipica de estimadores. Son medidas de

precision de estimacion de parametros. Se sabe:
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52 = (SCR(Residuos))
n-—2

1
= (n _ 2) (Sy (Variacién total)(1

2
- r'(Coeficiente de correlacién muestral)))

. . . ., (SCR(Resi
Es estimador insesgado de o2 y distribucion (W) ~an_2) tal que el

intervalo de confianza 100 * (1 — a)% es:

SCR(Residuos) <62 < SCR(Residuos)
bz ) s (1-3)
X(n-2)\2 X(n-2) 2

Donde (an_z) (g)) y <x%n_2) (1 - %)) son valores de X%n—z) para que suma de

probabilidades de colas sea a.

Los estimadores puntuales [, 02, intervalos de confianza para estos
0, P1 5
parametros se puede proporcionar con base en distribuciones. Su ancho estara en

funcidn de la calidad de recta de regresion.

Con la hipétesis de normalidad y segun distribuciones de B, y B4, un intervalo de

confianza para pendiente (3; con nivel de confianza 100 * (1 — a)% es:

. 32\ /2
B1 % t(student);(n-2) (@) * (S—)
X

Donde t(spudent);n—2) (@) es tal que P[|t(studenty;(n-2)| < t(studenty;n-2) (@] =

1 — a. Analogamente, para [3, es:

1
R L, (1 % /2
Bo £ t(student);(n-2) (|0 —+—

n sy
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Las cantidades:

- 5 SONEY/
R 1 2 R 2 2
e(Bo) = (82 ! (; ¥ :—>) yee(By) = (:_)

Son “errores estandar” de intercepcion [y y pendiente 31, respectivamente.
Trata de estimaciones de desviacion tipica de estimadores. Son medidas de

precision de estimacion de parametros. Se sabe:

52 = (SCR(Residuos)>
n-—2

1
= (n _ 2) (Sy (Variacién total)(1

2
- r(Coeficiente de correlacién muestral)))

. : . .. (SCR(Resi
Es estimador insesgado de o2 y distribucion (W) ~X{n—z) tal que el

intervalo de confianza 100 * (1 — a)% es:

SCR(Residuos) <o? < SCR(Residuos)
@ )7 (129
X(n-2)\2 X(n-2) 2

Donde (X?n—z) (g)) y (X?n—z) (1 - %)) son valores de X%n—z) para que suma de

probabilidades de colas sea a.
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5. Uso de modelo para estimacion y prediccion
Para estimar una proyeccion de punto de Y se utiliza la recta de ajuste:
Yi = bo + b]_Xi

valorada para un X, determinado. Estos son los valores predichos cuando los X,
se encuentran dentro del rango de los X observados. También se puede estimar
un valor de Y que esté fuera del rango de las observaciones. Si se trata de una

serie de tiempo, entonces el estimador tendra la categoria de prondstico.

A menudo es de interés no solo obtener una prediccion de punto sino que disponer
de un intervalo de confianza para el verdadero valor futuro. Este intervalo de
confianza se construye sumandole y restindole a la estimacion de punto una
cantidad que resulta de multiplicar el valor de t para un a determinado por el error

estandar de la proyeccion de punto.

Dado que el error estandar de la proyeccion de punto se incrementa a medida que
X se aleja de la media de X (ver expresion de la varianza de Y para un X, dado),
entonces esta cantidad que se suma y se resta a la proyeccion de punto se ira

incrementando, haciendo que la longitud del intervalo sea cada vez mas grande.

Por esta razon, aun cuando el modelo haya proporcionado un muy buen ajuste,
los intervalos de confianza se van abriendo rapidamente a medida que la

proyeccion se aleja de la media de los datos.

-
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Las curvas que marcan los limites superiores e inferiores de los intervalos de
confianza se denominan bandas de confianza y se pueden apreciar en la siguiente

figura:

Figura 5.1. Intervalos de confianza

, Banda superior

Y Limite supericr /
\; ,/ Recta de ajuste

Banda inferior

(‘I.,u—'
e Limite inferior

Xo X
Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

5.1.Modelos de regresion es estimacion de respuesta media

Uno de los principales usos de modelos de regresion es estimacion de respuesta
media E[Y|x,] para un valor particular x, de variable regresora. Asuma que X €s
un valor dentro del recorrido de datos originales x. Un estimador puntual

insesgado de E[Y|x,] se obtiene con prediccion:
Yo =Bo +PBixi +& =7+ B1(xo— %)
Se puede interpretar 3 + 1Xo como funcion paramétrica estimable:
Bo + Bixo = (1,%0)B = xP
Cuyo estimador es §, = X0 tal que:

Var(xpB) = 02xpxo(X'X)




CAPITULO 5. SERIES TEMPORALES, MODELOS AUTORREGRESIVOS Y
PREDICCION ECONOMICA

Error estandar de x,f3 es:

1
e 1 _3\2 /2
celsif) = |62 (34222

Sx

El intervalo de confianza para respuesta media E[Y|x,] es:

9 (1, (ko —X)?
Yox t(Student);[n—z] ()6 [| -+ ——

n Sx
Intuitivamente razonable, el ancho de intervalo depende de X, y es minimo para

Xo = X tal que crece cuando |x, — X| aumenta.
5.1.1. Intervalos de confianza

Los intervalos de confianza se dan en forma conjunto para dos parametros 3¢, B1
de regresion lineal simple. La confianza conjunta de ambos intervalos no es 100 *
(1 — a)%; aunque, los dos se construyan para verificar el nivel de confianza. Si
el nivel de confianza conjunta es 100 * (1 — )% se construye una region de

confianza o, también, llamados “intervalos de confianza simultaneos”.

o (48-0) (a(x )-8 (46)
Con base en distribucion de F(g ge Fisher) = (SCR(Resi duos)) se sabe:
(489 (a(x) - ) (A=)
F(F de Fisher) = SCR(Residuos) ~F(F de Fisher);(q.n-r)
n—r |

Donde AR = IB = (ﬁo, Gl) y q = 2 tal que:
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B-p) (Xx(B-8))

2 x CM(Error)

~F(F de Fisher);(2.n-2)

) n nx
XX = (m_( Zx?)

Con esta distribucion se construye una region de confianza 100 * (1 — a)% para

Bo, B1 de forma conjunta dada por elipse:

B-p) (Xx@-8))

2 % CM(Error)

~F(F de Fisher);(2.n-2) ()

Se usan diversos métodos de obtencion de intervalos simultaneos de tipo:
Bj+Axee(B;)j=0,1
Método de Scheffé

El método de Scheffé es un ejemplo que estima intervalos simultaneos:

B Y ~
B]' t (ZF(F de Fisher);(z_n_z)(a)) %y ee(Bj)j =0,1

Una aplicacidon importante de modelos de regresion es la prediccion de nuevas
observaciones para un valor x, de variable regresora. El intervalo definido
anteriormente es adecuado para el valor esperado de respuesta tal que un intervalo
de prediccion para una respuesta individual concreta se requiere. Esto intervalos
reciben el nombre de “intervalo de prediccion” en vez de
“intervalos de confianza”, pues se reserva el nombre de intervalo de confianza

para los que se construyen como estimacion de un parametro.
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Los intervalos de prediccion tienen en cuenta la variabilidad en prediccion de
valor medio y probabilidad al exigir una respuesta individual tal que si X, es valor

de interés, entonces:

9o = Bo + B1xo

Es estimador puntual de un nuevo valor de respuesta Y, = Y|x,. Si considera la
obtencion de un intervalo de confianza para observacion futura Yy, el intervalo de
confianza para respuesta media en X = X, es inapropiado, pues es un intervalo
sobre media de Yg (parametro), NO sobre observaciones futuras de distribucion. No
obstante, un intervalo de prediccion para una respuesta concreta de Yo (parametro)

se puede hallar considerando variable aleatoria Yy (parametro) —

Fo~N (0: Var(YO (Parametro) — 3\’0)) tal que:

5 1 (5= %)?
Var(YO (Parametro) — Y()) =02+ 0% * (- _—
n Sx
Pues Yy (parsmetro) que €s observacion futura es independiente de ¥ tal que si se

usa valor muestral §, para predecir Yy (parametro) S€ obtiene un intervalo de

prediccion 100 * (1 — a)% para Yy (parametro):

Sx

Y ~ 1 (xg—X%)?
Yo T t(student);(n-2) (0)*x5 |1+ - 40

Este resultado puede generalizarse en un intervalo de prediccion 100 * (1 — )%
para media de k futuras observaciones de variable respuesta cuando x = Xg. Si yg
es media de k futuras observaciones para X = X, un estimador de ¥, es ¥, tal que

el intervalo es:
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N {1 1 (xo— X)?
Yo x t(student);(n—2) (@) * © wTot T

5.2.Microsoft Excel

No es un paquete estadistico, pero dispone de funciones y macros disponibles en
internet para pocos datos y analisis sencillos, sin necesidad de recurrir a otros mas

complejos y costosos. Se recomienda para analisis puntuales (Guillén, 2013).

Segun CJF (2010), Microsoft Excel es una hoja de calculo que esta organizada en
una estructura tabular con filas y columnas que permite crear tablas, calcular y
analizar datos. Excel permite crear tablas que estiman de forma automatica los
totales de valores numéricos especificos, imprimir tablas con diseflos organizados

y creas graficos simples.

Asimismo, Microsoft Excel estd compuesta por 16,384 columnas y 1'048,576
filas que forman una cuadricula. A la interseccion entre columna y fila se
denomina “celda”. Segin EduTecno (2010), dispone de varias hojas

consecutivas.

Se considera el modelo general de M ecuaciones con M variables endogenas o

conjuntamente dependientes se presenta en ecuacion (Gujarati y Porter, 2010):

Yie Bi2Yar  BisYat
BimYme
= + +
Y11 X1e +V12Xae + +y1kXke +HU1¢
Yo
B21 Y1t +B23Ys +oo+ BamYwme

+ ces
+v21 X1t +V22Xot N +yxXke Uzt

e
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Yst
BSlYlt +B32Y2t +t B3MYMt

+ “oe
+v31X1e +V32Xot N +y3xXke U3t

Yo 4o
_ Bm1Yie +Bwm2 Yz N Bm,m1 Ym-1
+...
Hymi Xy FYmzXy N +ymxXk TUmt

Pueden adoptarse dos enfoques que estiman ecuaciones estructurales:
» Métodos uni ecuacionales o informacion limitada

Cada ecuacién en sistema, ecuaciones simultaneas, se estima individualmente,
considerando las restricciones impuestas sobre ella, como exclusion de algunas
variables, sin preocuparse de restricciones sobre las otras ecuaciones en sistema

tal que de ahi “métodos de informacién limitada”.
» Métodos de sistemas o informacion completa

En métodos de sistemas, se estiman todas las ecuaciones en modelo tal que,
teniendo en cuenta restricciones ocasionadas por omision o ausencia de algunas
variables, sobre dichas ecuaciones, son esenciales para su identificacion, tal que

el nombre “métodos de informacién completa”. Por ejemplo:

Yit B1o +B13Ya¢ +y11 X1
+B12 Yot TVt
= o+ + +
Y2t Bao +B23 Y3t +y21 X1t +V22Xo:
+U2t
= + + + +
B3t
Y3t Bso +B3aYar +v31Xie +y32Xot
+ Yy, tvze
= + + + +
+
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Yt

Baz
Bao +Y43X3¢

+ Yy, a2
+ +

+

Tal que Y son variables endogenas o explicadas y X sonvariables explicativas o

exdgenas. Por ejemplo: si esta interesado en estimar la tercera ecuacidn, los

métodos uni ecuaciones consideran solamente esta ecuacion, observando que

variables Y, y X3 estan excluidas.

Caso contrario, en métodos de sistemas se trata de estimar cuatro ecuaciones

simultaneas teniendo en cuenta todas las restricciones impuestas sobre diversas

ecuaciones del sistema. Idealmente, el método de sistemas deberia usarse tal

como “método de maxima verosimilitud con informaciéon completa (MVIC)”;

aunque, en la practica estos métodos no son de uso frecuente por multiples

razoncs:

1.

La carga computacional es basta; por ejemplo: modelo de
comparativamente pequefio de 20 ecuaciones de Klein-Goldberger de
economia de USA para 1955 tenia 151 coeficientes diferentes de 0, de los
cuales autores estimaron s6lo 51 usando informacion de series de tiempo,
El modelo econométrico del Brookings Social Science Research Council
(SSRC) para economia estadounidense, publicado en 1965, tenia
inicialmente 150 ecuaciones,

Modelos tan elaborados pueden proporcionar detalles complejos de
diversos sectores de economia, los calculos representan un enorme
esfuerzo aun en fechas actuales con computadores de alta velocidad, sin
mencionar el costo involucrado,

Métodos de sistemas, como MVIC, conducen a soluciones altamente no
lineales en parametros y, por ende, dificiles de determinar,

Si existe un error de especificacion, como forma funcional equivocada o

exclusion de variables relevantes, en una o mas ecuaciones del sistema, a
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este error es transmitido al resto del sistema y, por consiguiente, los

métodos de sistemas son muy sensibles a errores de especificacion.

Entonces, los métodos uni ecuacionales son usados con mas frecuencia en la
practica, pues son menos sensibles a errores de especificacion en sentido que
aquellas partes del sistema que tienen una especificacion correcta pueden no verse
afectadas considerablemente por errores de especificacion en otra parte. Por lo

tanto, los métodos uni ecuacionales abordan:
5.2.1. Minimos cuadrados ordinarios (MCO)

Debido a interdependencia entre término de perturbacion estocastico y variable(s)
explicativa(s) o endogena(s), este método es inapropiado para estimaciéon de una
ecuacion en un sistema de ecuaciones simultaneas, pues si se aplica
erroneamente, los estimadores no so6lo resultan sesgados, muestras pequefias, sino
inconsistentes; es decir, sin importar qué tan gran es el tamafio de la muestra, el
sesgo no desaparece; aunque, existe una situacion en que este método puede ser
aplicado apropiadamente, aun en contexto de ecuaciones simultaneas, llamado
“modelos recursivos, triangulares o causales”. Por ejemplo: para ver su
naturaleza, considere el sistema de tres ecuaciones:

+y12X2t
Y = Bio + +y11 Xy + 4 +Uq¢

+v21 X1t +y22 X5t
Yo = B2o + BaoYie + N N +Ua¢

+v31 X1t +¥32X2t
Y3 = Bso + Ba1Yie +  BazYor + tU3¢
+ +
Donde Y y X son variables enddgenas o explicadas y exogenas o explicativas,

respectivamente. Las perturbaciones son tal que Cov(v1t, Uzt) = Cov(Vqt, V3t) =

Cov(vy, v3r) = 0; es decir, las perturbaciones de diferentes ecuaciones en mismo

-
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periodo no estan correlacionadas, técnicamente es cero correlacion
contemporanea. Considere ecuacion:

+y12X5¢
Yy = Bio + +y1:1 Xy + N +Ug¢

Contiene variables exdgenas o explicativas de lado derecho y, por supuestos, no
estan correlacionadas con término de perturbacion v4¢, esta ecuacion satisface el
supuesto critico del método MCO clésico tal que la no correlacidon entre variables
explicativas y perturbaciones estocésticas. Por tanto, MCO puede aplicarse
directamente a esta ecuacion. Después, considere la segunda ecuacion:
Yor = B0 + BaoYae + Pt P tUst
+ +
Contienevariable endogena Y;; como variable explicativa o exdgena junto con X
no estocasticas tal que es asi, pues vy, que afecta a Yy, por supuestos y no esta
correlacionada con v, tal que para todos los efectos practicos Y;; es variable
predeterminada respecto a Y,;. Se procede a estimacion de esta ecuacion por
MCO, asi como a ecuacion:
+v31 X1t +¥32X2t
Y3 = B30 + BarYie +  BaaYor + tU3¢
+ +
Esto es porque Y;; v Y, no estan correlacionadas con vs;. En sistema recursivo
puede aplicarse MCO a cada ecuacion separadamente tal que no se tiene problema
de ecuaciones simultaneas en esta situacion. Es claro que no existe

interdependencia entre variables enddgenas o explicadas.

Entonces, Yy, afecta a Yo, pero no al revés. En forma semejante, Y;y, Yo¢ influyen
en Yz sin que esta tltima influya en las primeras; es decir, cada ecuacion presenta

una dependencia unilateral tal que de aqui el nombre “modelos causales” o

ST
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“triangular”, desprendido de que si se forma la matriz de coeficientes de variables

endogenas dadas:

Figura 5.1. Modelos causales

Uy
Uy »{ Y, | (X, X3)
u3 - Y3
Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)
+v12X5¢
Yy = Bio + +y11 Xy + + +Ug¢
+v21 X1t +y22 X5t
Yo = B2o + B2oYie + +Us¢
+ +
+v31 X1t +v32X5¢
Y3 = Bso + Bs1Yie+  BaYar + +U3¢
+ +
Se obtiene la matriz triangular:
Y; Y2 Y3
Ecuacién 1 1 0 0
Ecuacién 2 Bo1 1 0

Ecuacién 3 B31 Bz, 1

Por ejemplo: un sistema recursivo, puede postularse el modelo de determinacion

de salarios y precios siguiente:
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Precios: Bio  B1aWiei  BizRe(Y) B1aMi(?) B1ale(®) N

P, = Uit
+ 4+ + + +

Salarios: Wt(4) B2o BZlUNt(S) 832Pt(6)
= + o+ +

+Uy¢

La ecuacion de precios postula que tasa de cambio de precios en periodo actual
es una funcion de las tasas de cambio en los precios del capital y de las materias
primas, de la tasa de cambio en la productividad laboral y de la tasa de cambio en
los salarios en el periodo anterior. La ecuacion de salarios muestra que la tasa de
cambio en los salarios en el periodo actual esta determinada por la tasa de cambio

de los precios en el periodo actual y por la tasa de desempleo.

La cadena causal va de W_q) = P, = W(y) tal que puede aplicarse MCO para
estimar parametros de dos ecuaciones individualmente. Aunque los modelos
recursivos han demostrado ser ttiles, la mayor parte de los modelos de ecuaciones
simultdneas no presentan tal relacion unilateral de causa y efecto. Por
consiguiente, MCO, en general, resulta inapropiado para estimar una sola

ecuacion en el contexto de un modelo de ecuaciones simultaneas.

! Derivada respecto al tiempo de tasa de cambio del precio de capital

2 Derivada respecto al tiempo de tasa de cambio de precios de importacién
3 Derivada respecto al tiempo de tasa de cambio de productividad laboral
4 Derivada respecto al tiempo de tasa de cambio de salarios por empleado
5 Tasa de desempleo en %

¢ Derivada respecto al tiempo de tasa de cambio del precio por unidad de produccién

e
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Autores sostiene que MCO generalmente es inaplicable a modelos de ecuaciones
simultaneas, se puede usar solamente como estandar o norma de comparacion; es
decir, se puede estimar una ecuacion estructural mediante MCO, con propiedades
resultantes de sesgo, inconsistencia, etcétera tal que la misma ecuacion puede ser
estimada por otros métodos especialmente disefiados para manejar el problema
de simultaneidad y resultados de dos métodos pueden comprarse, por lo menos,

de manera cualitativa.

En muchas aplicaciones resultados de MCO aplicado de forma inapropiada
pueden no diferir mucho de aquellos obtenidos por métodos més complejos. En
principio, no debe haber mucha objecion en la presentacion de resultados basados
en MCO, siempre y cuando las estimaciones hechas con base en métodos alternos

disefiados para modelos de ecuaciones simultaneas también sean proporcionadas.

Este método podria dar alguna idea de qué tan malas son las estimaciones de MCO
en situaciones en que es aplicado inapropiadamente, teniendo presente que
perturbaciones entre ecuaciones no estan correlacionadas contemporaneamente.
Si no es asi, puede ser que se deba recurrir a la técnica de estimacion SURE
(regresiones aparentemente no relacionadas) de Zellner para estimar los
parametros del sistema recursivo tal que este método puede dar una idea qué tan
malas son las estimaciones de MCO en situaciones en que es aplicado
inapropiadamente suponiendo que en muestras pequefias, los estimadores
alternativos, al igual que los estimadores por MCO, son sesgados; aunque, el
estimador de MCO tiene la “ventaja” s6lo para muestras pequefias de tener

varianza minima entre estos estimadores alternativos.

5.2.2. Minimos cuadrados indirectos (MCI)

Para una ecuacion estructural precisa o exactamente identificada, el método para
obtener las estimaciones de los coeficientes estructurales a partir de las

estimaciones por MCO de los coeficientes en forma reducida se conoce como

-
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método

de minimos cuadrados indirectos (MCI) y las estimaciones asi obtenidas

se conocen como estimaciones de minimos cuadrados indirectos. Pasos de

estimacion:

a)

b)

5.2.3.

Se obtienen primero las ecuaciones en forma reducida. Estas se
obtienen de las ecuaciones estructurales en forma tal que la variable
dependiente en cada ecuacion es la tinica variable endégena y esta en
funcion unicamente de las variables predeterminadas (exogenas o
endogenas rezagadas) y del (los) término(s) de error(es) estocastico(s).
Se aplica MCO individualmente a ecuaciones en forma reducida. Esta
operacion es permisible puesto que variables explicativas en estas
ecuaciones estan predeterminadas y, por tanto, no estan correlacionadas
con las perturbaciones estocasticas. Las estimaciones asi obtenidas son
consistentes.

Se obtienen estimaciones de coeficientes estructurales originales a
partir de coeficientes en forma reducida estimados, obtenidos en el
paso 2. Si una ecuacion estd exactamente identificada, hay una
correspondencia uno a uno entre los coeficientes estructurales y los
coeficientes en la forma reducida; es decir, pueden derivarse

estimaciones unicas de los primeros a partir de los Gltimos.

Minimos cuadrados en dos etapas

Los minimos cuadrados en dos etapas (MCZ2E: Estimacion de ecuacion sobre

identificada).

Considere el modelo:

Ylt (Ingre

Funcién ingreso 10 +B11Yoe (i Y11 Xieany HY12Xae 8 Huyy

i
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B Yot (e din
Funcién oferta n Bzo +B21Yie(mi Uy

La ecuacion de ingreso, un hibrido de los enfoques de las teorias cuantitativa y
keynesiana de determinacion de ingreso establece que ingreso esta determinado
por oferta monetaria, gasto de inversion y gasto del gobierno. La funcion de la
oferta monetaria postula que existencias de dinero estan determinadas, por el

Sistema de la Reserva Federal, con base en nivel del ingreso.

Es obvio, se tiene un problema de ecuaciones simultaneas, que puede verificarse
mediante la prueba de simultaneidad. Al aplicar la condiciéon de orden para
identificacion, la ecuacion del ingreso estd sub identificada y ecuacion de oferta
monetaria esta sobre identificada. Es poco lo que puede hacerse sobre ecuacion

del ingreso, a no ser que se altere la especificacion del modelo.
5.3.Modelo de demanda y oferta
5.3.1. Funcién de oferta monetaria

La funcién de oferta monetaria sobre identificada no puede estimarse mediante
MCI, estimadores que heredan todas las propiedades asintdticas de estimadores
en forma reducida, como consistencia y eficiencia asintotica, pero propiedades de
muestras pequefias, como insesgamiento generalmente no continuan siendo

validas, pues hay dos estimaciones de 3.

Puede aplicarse MCO a ecuacion de oferta monetaria, pero las estimaciones
obtenidas por este mecanismo seran inconsistentes en vista de la probable
correlacion entre la variable explicativa estocastica Y; y el término de
perturbacion  estocastico u,. Suponga que se encuentra una

“variable representante” para la variable explicativa estocastica Y;, tal que,

-
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aunque “se parece” a Y; en sentido altamente correlacionada con Y;, no esta

correlacionada con u,.

Tal variable se conoce también como variable instrumental. Si se puede encontrar
tal variable representante, puede utilizarse MCO directamente para estimar la
funcion de oferta monetaria. Esta variable se obtiene por el método de minimos
cuadrados en dos etapas (MC2E), desarrollado independientemente por Henri

Theil y Robert Basmann.

El problema de identificacion surge porque diferentes conjuntos de coeficientes
estructurales pueden ser compatibles con el mismo conjunto de informacion; es
decir, una ecuacion en una forma reducida dada puede ser compatible con
diferentes ecuaciones estructurales o con diferentes hipdtesis (modelos) y puede

ser dificil decir cudl hipotesis (modelo) particular se estd investigando.

Este problema pretende establecer si estimaciones numéricas de parametros de
una ecuacion estructural pueden obtenerse de coeficientes en forma reducida
estimados. Si es asi, se dice que la ecuacidn particular esta identificada; si no, la
ecuacion bajo consideracion estd no identificada o sub identificada. Puede estar

exactamente (o total o precisamente) identificada o sobre identificada.

Se dice que esta exactamente identificada si pueden obtenerse valores numéricos
unicos de los parametros estructurales. Se dice que esta sobre identificada si
puede obtenerse mas de un valor numérico para algunos de los parametros de las
ecuaciones estructurales. Las circunstancias bajo las cuales puede ocurrir cada

uno de los casos anteriores se indicaran a continuacion:

Considere de forma conjunta con condicion de mercado nivelado o equilibrio en

que demanda es igual a oferta, el modelo de demanda y oferta siguiente:

T
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Qd(Cantidad demandada)
t(En tiempo)

Funcién de demanda: = ag + 01 Pt (precio en tiempo)
+ U1t (Tiempo) o < 0

Qs(Cantidad ofertada)
t(En tiempo)

Funci6n de oferta: =Bo + B (Precio en tiempo)

+ Uyt (Tiempo) Bl <0

Qd(Cantidad demandada) __ QS(Cantidad ofertada)
- t(]:‘.n tiempo)

t(En tiempo)
Con base en esto y mediante condicion de equilibrio se obtiene:
g + a1 P + V53¢ = Bo + B1 P + vzt
Si resuelve la ecuacion anterior, obtiene el precio de equilibrio:

Py (Precio en tiempo) — Iy + v

Tal que:

. = (Bo — 0‘0)_ o = (UZt — Ult)
o=\T—F% )iVt = \—7"T—F%»

a; — By a; — By
Al sustituir Py (precio en tiempo) €N

d(Cantidad demandada)
t(En tiempo)
Funcion de demanda: =0y + o Py (Precio en tiempo)

+ Uit (Tiempo) ap < 0
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QS(Cantidad ofertada)
t(En tiempo)
Funcion de oferta: = Bo + B1P: (Precio en tiempo)

+ Uzt (Tiempo) Bl <0

d(Cantidad demandada) __ ~S(Cantidad ofertada)
t(En tiempo) t(En tiempo)

Se obtiene:

Q¢ (Cantidad en tiempo) = I +wy

Donde:
_ o1 Bo — o1 ] (%1 Vzr — B1v1t
Hl = \——)> Wt =l
a; —PB1 o — By
Es necesario observar que términos de error, vy y Wy, son combinaciones lineales

de términos de error originales u, y u, . Ecuaciones:
Py (Precio en tiempo) — o +ve; Q¢ (Cantidad en tiempo) — I +wy

Son ecuaciones en forma reducida. El modelo de demanda y oferta contiene
cuatro coeficientes oy, a1, 3o ¥ B1, pero no existe una forma unica de estimarlos

debido a dos coeficientes en forma reducida de ecuaciones:

_ Bo — o ] . o1 B0 — By
y=|———); I} =|—————
o — By o — B
Contienen los cuatro parametros estructurales, pero no hay forma de estimar las
cuatro incognitas estructurales a partir inicamente de dos coeficientes en forma
reducida, pues para estimar cuatro incognitas se deben tener cuatro ecuaciones
independientes y, en general, para estimar k incognitas se deben tener k

ecuaciones, independientes.
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Existe una forma alterna y, probablemente, mas ilustrativa de considerar el

problema de identificacion. Multiplique la ecuacion siguiente por A(0 < A < 1):

d(cantidad demandada
A % Q ( )

t(En tiempo) =Ax ap + 7\0(1 Pt (Precio en tiempo) + A x VU1t (Tiempo)

Igual, multiplica siguiente ecuacion por (1 — A) y obtiene la ecuacion:

(1 _ }\) % QS(Can.tidad ofertada)
t(En tiempo)

=1 -2 *Bo+ (1—2)*B,P; (Precio en tiempo) T 1-2

* Upt (Tiempo)

Al sumar ambas ecuaciones, se obtiene la combinacion lineal de ecuaciones

originales:
Qt (cantidad en tiempo) = Yo T Y1Pt (Precio en tiempo) + Wt
Tal que:
Yo =Axao+ (1 =2)* By
yi=Axa;+ (1—-2)*B;
We = AxUge + (1 —A) *uy
La ecuacion Qq (cantidad en tiempo) = Yo + Y1Pt (Precio en tiempo) + Wt “falsa” o

“hibrida”, a partir de observacion, no se distingue de ecuacion

d(Cantidad demandada) .
Q’t(En tiempo) = op + oy Py (Precio en tiempo) T V1t (Tiempo) ni

S(Cantidad ofertada) __

t(En tiempo) = Bo + B1P: (Precio en tiempo) 1 V2t (Tiempo)» pues s€

consideran regresiones de Q y P tal que si se tiene informacion de series de tiempo

sobre Q y P solamente, cualquier de ecuaciones anteriores o
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Q¢ (Cantidad en tiempo) = Yo T V1 Py (Precio en tiempo) T Wt tal que no existe forma

de concluir cual de estas se esta verificando.

Para que una ecuacion esté identificada; es decir, que sus parametros sean
estimados, debe mostrarse que el conjunto dado de informacién no producira una
ecuacion estructural que sea similar en apariencia a ecuacion en que se esta
interesado. Si pretende estimar la funcion de demanda se debe demostrar que
informacion dada no es consistente con funcion de oferta u otro tipo de ecuacion

hibrida.

La razon por que no fue posible identificar anteriores funciones de demanda u
oferta es porque variables Q y P estan presentes en ambas funciones y no dispone
de informacion adicional. Sin embargo, suponga siguiente modelo de demanda y
oferta:
Qd(Cantidad demandada)
t(En tiempo)
. = ag + 01 Pt (Precio en i
Funcién de demanda: (Precio en tiempo)

+ap It (Ingreso de consumidor en tiempo)
+ Vgt (Tiempo) A1 <0, ap > 0

QS(Cantidad ofertada)
t(En tiempo)
Funcién de oferta: =Bo + B1Pe (Precio en tiempo)

+ Uyt (Tiempo) Bl >0

La diferencia entre este modelo y original de demanda-oferta es que existe una
variable adicional en funcion de demanda; es decir, el ingreso de consumidor en
el tiempo. Con base en teoria econdmica de demanda se sabe que ingreso es, en

general, un determinante importante de demanda de mayoria de bienes o servicio.

e
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En consecuencia, su inclusion es funcién de demanda proporcionara informacion

adicional sobre comportamiento del consumidor.

En caso de mayoria de bienes se espera que ingreso de consumidor en tiempo

tenga efecto positivo respecto a consumo (o, > 0). Si usa mecanismo de

d(Ca\ntidad demandada) __ QS(Cantidad ofertada)

nivelacion de mercado y Q se obtiene:

t(En tiempo) t(En tiempo)
Qo + o 1)t (Precio en tiempo) + aZIt (Ingreso de consumidor en tiempo) + U1t (Tiempo)

= Bo + B1P¢ (Precio en tiempo) T V2t (Tiempo)

Si resuelve ecuacion anterior, se obtiene el valor de equilibrio de

l:’t (Precio en tiempo)+
pt (Precio en tiempo) — l_[0 + 1_[1It (Ingreso de consumidor en tiempo) + Ut

Con base en esto, coeficientes reducidos son:

—a a Uy — U
M, = (M);nl _ _(_2) v, = (u)
o — By o — By o — By
Si sustituye el valor de equilibrio Py (precio en tiempo) €0 funcion de demanda u

oferta anterior, se obtiene la cantidad de equilibrio:

Qt(En tiempo) = HZ + HBIt (Ingreso de consumidor en tiempo) + wy

Tal que:
o3 Bo — o1 2B o uze — Bruge
HZ =\ ,H3 =\, Wt =\
o — By o — By o — By
Las ecuaciones Pt (Precio en tiempo) = Ilo +
l_lllt (Ingreso de consumidor en tiempo) + v y Qt(En tiempo) = HZ +

II31¢ (ingreso de consumidor en tiempo) + Wy son ecuaciones en forma reducida,

puede aplicarse método MCO para estimar parametros.

El modelo de demanda y oferta:
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Qd(Cantidad demandada)
t(En tiempo)

./ = g + 1 Pt (precio en tiempo
Funcién de demanda: ( po)
+a; It (Ingreso de consumidor en tiempo)

+ U1t (Tiempo) a; < 0, a; > 0

QS(Cantidad ofertada)
t(En tiempo)
Funcion de oferta: = BO + Blpt (Precio en tiempo)

+ Uyt (Tiempo) Bl >0

Estas ecuaciones contiene cinco coeficientes estructurales, o, o1, 2, Bo ¥ B1,
pero so6lo dispone de cuatro ecuaciones para estimarlos tal que los cuatro

coeficientes en forma reducida son 1y, [T, I, y I3 dados en ecuaciones Il =

() = ()

Por lo tanto, no es posible encontrar una solucion unica para todos los coeficientes

estructurales. No obstante, puede mostrarse con facilidad que los parametros de

funcion de oferta pueden ser identificados o estimados:

M3

Bo =Mz — B4llg; By = (n_l)

No hay una forma tinica de estimar los parametros de la funcion de demanda; por
consiguiente, ésta permanece sub identificada tal que el coeficiente estructural 34
es una funcién no lineal de coeficientes en forma reducida, que crea algunos

problemas cuando se trata de estimar el error estandar de [3; estimado.

d(Cantidad demandada) __

Para wverificar que funcion de demanda S
(En tiempo)

(X0+

0(11:’t (Precio en tiempo) +a; It (Ingreso de consumidor en tiempo) +

U1t (Tiempo) @1 < 0,az > 0 no puede ser identificada o estimada, multipliquese

e
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S(Cantidad ofertada) __
por A0<A<1) y Qt(En tiempo) = Bo + B1P¢ (Precio en tiempo) T

Uzt (Tiempo) B1 > 0 por (1 — A) y asume para obtener ecuacion “hibrida”:

Qt(En tiempo) =YotV1 1:)t (Precio en tiempo) +v2 It (Ingreso de consumidor en tiempo)

+ wy
Donde:
Yo =Aag + (1 =M)Bg; v1 = Aag + (1 —D)B;y2 = Aag; wy
= Auge + (1 — A)Auye
Ecuacion Qt(gn tiempoy = Y0 T Y1Pt (Precio en tiempo) +

Y2 It (Ingreso de consumidor en tiempo) + wees con base cn observacion

Qd(Cantidad demandada) __

indistinguible de funcion de demanda oy +

t(En tiempo)
0(1Pt (Precio en tiempo) +a; It (Ingreso de consumidor en tiempo) +
U1t (Tiempo) @1 < 0,az > 0; aunque, si es distinguible de funcion de oferta

S(Cantidad ofertada) __

t(En tiempo) - BO + BlPt (Precio en tiempo) + Uyt (Tiempo) 81 > 05 queé no

contiene la variable I (ingreso de consumidor en tiempo)y COMO una variable
explicativa o exogena; por tanto, la funcion de demanda permanece sin

identificar.

La presencia de una variable adicional en funciéon de demanda permite identificar
la funcion oferta. La inclusion de variable ingreso en ecuacion de demanda
proporciona alguna informacion adicional sobre variabilidad de funcion tal que
con mucha frecuencia la posibilidad de identificar una ecuacion depende de si
excluye una o mas variables que estan incluidas en otras ecuaciones del modelo.

Suponga que se considera modelo de demanda y oferta:
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Funcién de demanda:

Funcion de oferta:

5.3.2. Funcion de demanda

La funcion d demanda permanece igual que antes, pero funcion de oferta incluye
variable explicativa adicional, el precio rezagado en un periodo de tiempo

(Pt_1 (Precio rezagado en tiempo)), entendida como variable predeterminada pues

Qd(Cantidad demandada)
t(En tiempo)

=y + oy Py (Precio en tiempo)
+a; It (Ingreso de consumidor en tiempo)
+ V1t (Tiempo) &1 < 0,0, >0

QS(Cantidad ofertada)
tEn tiempo)

= Bo + B1P: (Precio en tiempo)
+ BZ l:’t—l (Precio rezagado en tiempo)

+ Vgt (Tiempo) Bl >0, BZ >0

su valor se conoce con el tiempo (t(Tiempo)).

5.3.3. Funcion de oferta

La funcion de oferta postula que cantidad de un bien ofrecido depende de su
precio actual y precio de periodo anterior, un modelo frecuentemente usado para

explicar oferta de muchos bienes agricolas. Por mecanismo de nivelacion de

mercado:

ap + oy Pt (Precio en tiempo) + o‘ZIt (Ingreso de consumidor en tiempo) +

U1t (Tiempo) = BO + Blpt (Precio en tiempo) + BZPt—l (Precio rezagado en tiempo) +

VU2t (Tiempo)

Si resuelve ecuacion obtiene el precio de equilibrio:
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1:)t (Precio en tiempo)
= l_[0 + Hllt (Ingreso de consumidor en tiempo)

+ 1_IZPt—l (Precio rezagado en tiempo) + Ve (Tiempo)

Bo — &g o B2
M= (e=p) =~ (g = (G o) e
0 ay — Bl 1 o — ﬁl 2 oy — Bl t (Tiempo)
_ (UZt - u1t>
a; — By
Si sustituye el precio de equilibrio en ecuacion de demanda u oferta se obtiene

cantidad de equilibrio:

Qt(En tiempo) = HS + l_[41t (Ingreso de consumidor en tiempo)

+ l_[5Pt—1 (Precio rezagado en tiempo) + Wi

Los coeficientes en forma reducida son:

B0 — P 2B ;B2
ngz(—), l_[4=—( ), H5=(a_>;wt(Tiemp0)

o — B o —PB1 1~ B1
_ (aluZt - Blult)
o — By
. d(canti
El modelo de demanda y oferta dado en ecuaciones Q, (C2ntidad demandada) _ o =4

t(En tiempo)

0‘lpt (Precio en tiempo) +a; It (Ingreso de consumidor en tiempo) +

S(Cantidad ofertada) __
Uit (Tiempo) a; < 0, oy > 0 y Qt(Entiempo) BO +

Blpt (Precio en tiempo) + BZPt—l (Precio rezagado en tiempo) + Uyt (Tiempo) Bl >

0, B2 > 0 contiene seis coeficientes estructurales, o, o1, 0z, Bo, B1Y B2, existen
seis coeficientes en forma reducida, I1y, I1;, I[1,, I13, [1, y I15 par estimarlos tal que
se tienen seis ecuaciones con seis incognitas y normalmente es posible obtener

estimaciones unicas.
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Tanto parametros de ambas ecuaciones, demanda y oferta, como sistema en su
totalidad pueden ser identificados. Para verificar que funciones de demanda y

oferta anteriores son identificables, se recurre al mecanismo de multiplicar la

d(Cantidad demandada)

ecuacion de demanda Qt(E ; )
n tiempo

=g+ a;P¢ (Precio en tiempo) T
oyl (Ingreso de consumidor en tiempo) T V1t (Tiempo) 1 < 0,a; >0 por A<

<y S(Cantidad ofertada) __ . )
A<1) y funcion oferta Qt(En tiempo) = Bo + B1P¢ (Precio en tiempo) T

B2Pe—1 (Precio rezagado en tiempo) T V2t (Tiempo) B1>0,p2>0 por (1—-2) ,
sumandolas para obtener una ecuacion hibrida. Esta ecuacion tendra variables
predeterminadas It (Ingreso de consumidor en tiempo) y
Pt _1 (Precio rezagado en tiempo); POT tanto, serd una ecuacion por observacion

diferente tanto de ecuacion demanda como oferta, pues la primera contiene

P4 (Precio rezagado en tiempo) Y> segunda, Iy (Ingreso de consumidor en tiempo)-

Para ciertos bienes y servicios, el ingreso al igual que la riqueza del consumidor,
es un determinante importante de la demanda. Por consiguiente, si se modifica

d(Cantidad demandada)

funcion de demanda Qt(E ; )
ntiempo

=y + ;P (Precio en tiempo) +

oyl (Ingreso de consumidor en tiempo) T V1t (Tiempo) X1 < 0,a; >0 tal que se
mantenga funcion oferta como antes:
Qd(Cantidad demandada)
t(En tiempo)
=g+ a;P¢ (Precio en tiempo)

Funcién de demanda: + aZIt (Ingreso de consumidor en tiempo)

+ a3 Rt (Riqueza de consumidor en tiempo)

+ V1t (Tiempo) @1 < 0,0, >0
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S(Cantidad ofertada)
t(En tiempo)

., = Bo + B1Pt (Precio en tiempo
Funcién de oferta: ( po)
+ BZPt—l (Precio rezagado en tiempo)

+ Vgt (Tiempo) Bl >0, BZ >0
Se espera que para la mayoria de los bienes y servicios la riqueza, al igual que el
ingreso, tenga un efecto positivo sobre el consumo. Si se iguala demanda con

oferta, se obtiene precio y cantidad de equilibrio siguientes:

1:)t (Precio en tiempo)
= l_[0 + I—lllt (Ingreso de consumidor en tiempo)
+ HZ Rt (Riqueza de consumidor en tiempo)

+ 1-[3 Pt—l (Precio rezagado en tiempo) + vt (Tiempo)

Qt(En tiempo) =11, + HS It (Ingreso de consumidor en tiempo)
+ HGRt (Riqueza de consumidor en tiempo)

+ l_[7Pt—1 (Precio rezagado en tiempo) + wy (Tiempo)

Tal que:

noz(H);nl =~ (=g )m =~ (=)

_ ( o132 )'W . _ (0(1u2t — B1uge
o — Bl » Wt (Tiempo) oy — Bl

_ (u2t — ult)
a; — By

Este modelo de demanda y oferta contiene siete coeficientes estructurales, pero

) » Vt (Tiempo)

existe ocho ecuaciones para estimarlos tal que los ocho coeficientes en forma
reducida dados en esta ecuacion; es decir, el nimero de ecuaciones es mayor que

el nimero de incognitas.
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En consecuencia, no es posible obtener una estimacion tunica de todos los
parametros del modelo, que puede demostrarse facilmente. En la forma reducida

de coeficientes anteriores:

o/
Con base en esto, existen dos estimaciones de coeficientes de precios en funcion
de oferta y no hay garantia que estos dos valores o soluciones sean idénticos, pues
se observa diferencia entre sub identificacién, siendo imposible obtener

estimaciones de los parametros estructurales y sobre identificacion, puede haber

varias estimaciones de uno o mas coeficientes estructurales.

Ademas, [; aparece en denominadores de todos los coeficientes en su forma
reducida, la ambigiiedad en estimacion de ; sera transmitida a demas
estimaciones. Sin embargo, no implica que la sobre identificacion necesariamente
sea mala. Una ecuacion en un modelo de ecuaciones simultaneas puede estar sub

1dentificada o identificada, sea sobre identificada o exactamente identificada.

El modelo como un todo esta identificado si cada una de sus ecuaciones también

lo estd. Para asegurar la identificacion, se acude a ecuaciones en forma reducida.

Se considera un método alterno y posiblemente menos laborioso para determinar
si una ecuacion en un modelo de ecuaciones simultaneas estd identificada o no,
pues las condiciones de orden y rango de identificacion aligeran la labor,
proporcionando una rutina sistematica. Para entender condiciones de orden y

rango, se introduce la notacion:

Ndmero de variables end6genas en modelo

Ndmero de variables end6genas en una ecuacién

Numero de variables predeterminadas en modelo, incluyendo intercepto

~ R B =
I

Numero de variables predeterminadas en una ecuaciéon dada

e
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5.3.4. Condicion de orden para identificacion

La condicion de orden para identificacion se refiere a la matriz o al numero de
filas y columnas que contiene. Una condicion necesaria, pero no suficiente, para
identificacion, conocida como condicion de orden, puede expresarse en dos
formas diferentes pero equivalentes, condiciones necesaria y suficiente para la

identificacion se presentan después: ecuaciones simultaneas, para que una

» En modelo de M ecuaciones simultaneas, ecuacion esté identificada debe
excluir al menos M — 1 variables, endégenas y predeterminadas, que
aparecen en modelo. Si excluye exactamente M — 1 variables, la
ecuacion estd exactamente identificada. Si excluye mds de M —
1 variables, estara sobre identificada.

» En un modelo de M ecuaciones simultaneas, para que una ecuacion esté
identificada, el niumero de variables predeterminadas excluidas de esa
ecuacion no debe ser menor que el nimero de variables endogenas

incluidas en la ecuaciéon menos 1, es decir:
K—k>m-1

Si K—k =m — 1, la ecuacion esta exactamente identificada, pero si K—k >

m — 1 esta ecuacion estara sobre identificada.

5.3.5. Condiciéon de rango para identificacion

La condicion de rango para identificacion rango refiere al rango de una matriz y
esta dado por la matriz cuadrada de maximo rango contenida en matriz dada, cuyo
determinante sea diferente de cero tal que, alternativamente, el rango de una
matriz es el nimero maximo de filas o de columnas linealmente independientes

de dicha matriz.

-
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La condicion de orden analizada anteriormente es una condicidon necesaria pero
no suficiente para la identificacion; es decir, aun si se cumple, puede suceder que

una ecuacion no esté identificada.

En términos mas generales, aun si una ecuacion cumple la condicion de orden
K — k = m — 1 puede no estar identificada porque las variables predeterminadas
excluidas de esa ecuacion, pero presentes en el modelo, quizd no todas sean
independientes de manera que tal vez no exista una correspondencia uno a uno

entre los coeficientes estructurales () y coeficientes en forma reducida (IT).

Es decir, probablemente no sea posible estimar parametros estructurales a partir
de coeficientes en forma reducida. Entonces, se requiere una condicion que sea
tanto necesaria como suficiente para la identificacion. Esta es condicién de rango
para la identificacion: En un modelo que contiene M ecuaciones en M variables
enddgenas, una ecuacion esta identificada si y solo si puede construirse por lo
menos un determinante diferente de cero, de orden (M — 1)(M — 1), a partir
de coeficientes de variables enddgenas y predeterminadas excluidas de esa

ecuacion particular, pero incluidas en otras ecuaciones del modelo.

Con base en condicion de rango para identificacion, considere el siguiente sistema
hipotético de ecuaciones simultaneas (Y variables endogenas o explicadas y X

predeterminadas, exogenas o explicativas):

Yie
—Bi2Yoe  —B1zYse  —Vi1Yir = Uj¢
— B1o
You
—B23Ysr  —V21Xie  —V22Yar = Uy
—B2o
Y3t
—B31 Y1t —Y31 X1t —Y32 Yot = Uzt
_[330
pon
—BarYie  —PBaxYor —YazYar = Uy
—Bao

Con el fin de facilitar la identificacion, este sistema se escribe en siguiente tabla:

e
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Coeficientes de variables
1 Y, Y, Y3 Y, X4 X, X3
—B1o 1 —B12 —B1s3 0 —Y11 0 0
—B2o0 0 1 —Ba2s 0 Y21 Y22 0
—Bso —Bs1 0 1 0 —Y31 —Y32 0
—Bao —Ba1 —Baz 0 1 0 0 ~Ya3

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gonzalez B. G., Métodos

estadisticos y principios de disefio experimental, 2010) y (Hurtado & Gomez, 2010)

En primera instancia, se aplica la condicion de orden para la identificacion:

Numero de variables : .
Numero de variables
predeterminadas

endogenas incluidas .Identificadas?
excluidas (K — k)

menos uno (m — 1)

2 2 Exactamente
1 1 Exactamente
1 1 Exactamente
2 2 Exactamente

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gonzalez B. G., Métodos

estadisticos y principios de disefio experimental, 2010) y (Hurtado & Gomez, 2010)

Cada ecuacion esta identificada por la condiciéon de orden. Verifique esto con
condicion de rango. Considere la primera ecuacion, que excluye las variables

Y4, X, y X3, representada por ceros en primer renglon de primera tabla.

Para que esta ecuacion esté identificada, se obtendra por lo menos un
determinante diferente de cero de orden 3 * 3, a partir de coeficientes de variables
excluidas de esta ecuacion, pero incluidas en otras. Para conseguir el
determinante, se obtiene primero la matriz relevante de coeficientes de variables

Y4, X, v X3, incluidas en otras ecuaciones.
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En este caso, solo existe una matriz, llamada A:

A=([0 —y3z O

0 —va 0 ]
1 0 —Ya3

El determinante de la matriz es cero:

0 —v2 0
det(A) = 0 _YSZ 0
1 0 —Y43
0 —va 0
El determinante es cero, el rango de matriz, p(A) = [0 —v3; 0 |<3tal
1 0 —Y43
que ecuacion:
Yt
—B12Y2e —B13Yar —Yv11Yae = Uzt
— B1o

no satisface la condicion de rango y, por tanto, no esta identificada. Entonces,
condicion de rango es tanto necesaria como suficiente para la identificacion. Por
consiguiente, a pesar de que la condicion de orden muestra que ecuacion anterior

estd identificada, su condicion de rango muestra que no lo esta.

Al parecer, columnas o renglones de la matriz A dadas en matriz A =

0 —v 0
0 —vysy 0 ] no son linealmente independientes, lo que significa que hay
1 0 —Ya3

alguna relacion entre las variables Yy, X, vy X3 tal que puede no haber suficiente

informacion para estimar parametros de ecuacion:

Ylt

—B12Y2e —B1sYse —V11Yie = Uit
— B1o
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Para el modelo anterior, las ecuaciones en forma reducida mostraran que no es
posible obtener los coeficientes estructurales de esa ecuacién a partir de

coeficientes en la forma reducida tal que s6lo ecuacion siguiente si lo esta:

Yar
- 84-0

—Ba1Yie —BazYat —Ya3Y3t = Ugt

Con base en esto, condicion de rango dice si la ecuacion bajo consideracion esta
identificada o no, en tanto que la condicion de orden expresa si dicha ecuacion
estd exactamente identificada o sobre identificada. El estudio de condiciones de
orden y de rango para identificacion conduce a principios generales de
identificacion de una ecuacidon estructural en sistema de M ecuaciones

simultaneas:

a) SiK—k>m — 1 conrango de matriz A igual a M — 1, la ecuacion esta
sobre identificada.

b) SiK—k =m — 1 con rango de matriz A igual a M — 1, la ecuacion esta
exactamente identificada.

¢) SiK—k=>=m — 1 conrango de matriz A igual a M — 1, la ecuacion esta
sub identificada.

d) Si K—k < m—1 conrango de matriz A < M — 1, la ecuaciéon no esta

identificada.

Cuando se hable de identificacion, debe entenderse identificacion exacta o sobre
identificacion. No tiene sentido considerar ecuaciones no identificadas o sub
identificadas puesto que, no importa qué tan completa sea la informacion, los
parametros estructurales no pueden ser estimados. Entonces, es posible identificar
parametros de ecuaciones sobre identificadas e igual de ecuaciones exactamente

1dentificadas.

-
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Para modelos grandes de ecuaciones simultaneas, la aplicacion de condicion de
rango es una labor muy dispendiosa tal que condicion de orden, por lo general, es
suficiente para asegurar identificacion y, es importante tener conciencia de
condicion de rango, no verificar su cumplimiento raramente resultard en un

desastre.
5.3.6. Prueba de simultaneidad

Si no hay ecuaciones simultaneas o presencia de simultaneidad, MCO producen
estimadores consistentes y eficientes. Si hay simultaneidad, estimadores de MCO
no son ni siquiera consistentes tal que en presencia de simultaneidad, los métodos
de minimos cuadrados en dos etapas (MC2E) y variables instrumentales

produciran estimadores consistentes y eficientes.

En una prueba de simultaneidad, se intenta averiguar si una regresora o endogena
estd correlacionada con el término de error. Si lo esta, existe el problema de
simultaneidad, en cuyo caso deben encontrarse alternativas a MCO, pero si no lo

estd, se pueden utilizar MCO.
Ejemplo ilustrativo. Considere el modelo de demanda y oferta siguiente:

Qd(Cantidad demandada)

Funcién de demanda: = ap + oy P + aple +vy¢

t(En tiempo)

. S(Cantidad ofertada)
5 : = P +v
Funcién de oferta: Qt g tiempo) Bo + B1P + vzt

Con base en esto, considere el siguiente modelo con un cambio:

» Q¢ (En tiempo) = %o + o1 Py (Precio)
Funcion de demanda:
+ X (Ingreso o gasto) + V1t

Funcion de oferta: Q¢ (En tiempo) — Bo + B1Pt (Precio) T V2t

i
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Considere variable Xt (ingreso o gasto) €X0gena o explicativa. La funcion de oferta

estd exactamente identificada, mientras que funcion de demanda no lo esta. Las

ecuaciones en forma reducida son:
Py (En tiempo) = Iy + 1 X¢ (Ingreso o gasto) + Wyt (Combinaciones lineales de perturbaciones v,)

Qt (En tiempo) — I—[2 + H3Xt (Ingreso o gasto) + Ve (Combinaciones lineales de perturbaciones v;)

[T (Letra mayuscula phi) Son coeficientes en forma reducida y son combinaciones no

lineales de coeficientes estructurales:

= (=) = -(5 )

Cada ecuacion en forma reducida contiene una sola variable endogena, que es

dependiente y estd en funcion Gnicamente de variable exdgena Xy (ingreso o gasto)

y perturbaciones estocasticas.

Por tanto, los parametros de ecuaciones en forma reducida anteriores pueden ser

estimados por MCO y sus estimaciones son:

=

—~ - 2 Pt (Precio)Xt (Ingreso o gasto)
I, = l:)(Precio) -

1X (Ingreso o gasto); I, = ( y 2
t (Ingreso o gasto)

I, = Q(Cantidad) — X (Ingreso o gasto); I3

_ (Z dt (Cantidad)Xt (Ingreso o gasto))

Y x¢
t (Ingreso o gasto)

. 2
Letras minusculas p¢ (Precio) 4t (Cantidad) Xt (Ingreso o gasto) Y Xt (Ingreso o gasto)
denotan desviaciones de medias muestrales, mientras que Q(cantidad) Y P(precio)

son valores de media muestral. II; son estimadores consistentes y, bajo supuestos

apropiados, son insesgados, con varianza minima o asintdticamente eficientes.

-
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Las estimaciones pueden ser “las mejores insesgadas o asintdticamente eficientes,
respectivamente, dependiendo que: i) las z = X sean exdgenas y no simplemente
predeterminadas; es decir, no contengan rezagados de variables enddgenas o ii)

la distribucion de perturbaciones sea normal”.

El principal objetivo es determinar coeficientes estructurales, es importante ver
posibilidad de estimarlos con base en coeficientes en forma reducida. Como se
sefiala en “modelo con un cambio”, la funcion de oferta esta exactamente
identificada tal que sus parametros pueden estimarse de manera Unica a partir de
los coeficientes en forma reducida:
I3
Bo =1z — B1llg; By = .
1
Por tanto, estimaciones de estos parametros pueden obtenerse a partir de

estimaciones de coeficientes en forma reducida:

Estos son estimadores por MCI; aunque, los parametros de funcion de demanda

no pueden ser estimados asi.

Su finalidad es igual a regresion lineal simple; aunque, con la diferencia que
interviene mas de un regresor en el modelo tal que en lugar de rectas de regresion
se tendran hiper planos de regresion. Un plano en un espacio de tres dimensiones
para el caso de dos regresores. En este tema se abordan temas estimacion,

inferencia, adecuacién de modelo y prediccion.

No siempre un regresor es suficiente para explicar todas las variaciones de una
variable dependiente (Y); por ejemplo: el gerente de una empresa desea

incrementar las ventas tal que decide realizar gastos en publicidad y medir la

e
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variacion en sus ventas. Inicialmente, decide puntuar la publicidad en television,

pero posteriormente decide también ponerla en la radio y los periddicos.

En la primera etapa la variable de respuesta, que es el incremento en las ventas
depende de una sola variable predictora (gastos en television) y para realizar un
analisis es suficiente empleando un modelo de regresion lineal simple. Més en la
segunda etapa, si variable de respuesta depende de un so6lo analisis no es

suficiente la regresion lineal simple.

En general, aunque hay muchos problemas practicos que atafien a variables
predictoras unicas es mucho mas frecuente que la variable repuesta dependa de
un conjunto de variables predictoras o transformaciones de estas. Suponga que Y
es una variable que depende funcionalmente de ciertas variables
X3, X3, X4, X5, ..., Xk tal que la numeracion comienza en dos pues el numero uno

se reserva para el término constante o intercepto.

La relacion exacta entre Y y {X]-} se desconoce, pero supone pertenece a una

familia de funciones F llamada modelo. El mas usado y sirve como punto de
partida para hallar otros es el lineal tal que supone que F es una familia de

funciones lineales afines:

F={Y =81+ BX; + B3X3 + BsXy + - + BXklB1, B2, B3) Bas -, Bk € R}

Se sabe que variable Y toma nombres como dependiente, endogena, respuesta o
explicada mientras que variables {Xj} toman nombres independientes, exdgena,
regresora, predictor o explicativa. No obstante, para determinar aproximadamente
la funcion que liga a variable dependiente Y con variables independientes {X]—} se

realizan n observaciones de k — uplas:

(yi, Xi2, Xi3, Xis, ""Xik) i= 1,2,3,4, e

-
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Se conoce que yj es valor que toma variable Y cuando X, = Xiy, Xj3, Xi4, -, Xk =

Xik- El modelo de regresion lineal multiple supone que y; es una observacion de

una variable aleatoria Y.

Las variables {Xj} se estima deterministicas o no aleatorias, pues sus valores
pueden ser fijados segun conveniencias del experimentador. En una investigacion
relacionada con experimento para cada kK — 1 upla (X3, X3, Xi4, -, Xijx) € hacen

varias observaciones o mediciones de variable respuesta o endogena Y.

No obstante, en econometria es comun trabajar con datos provenientes de una
muestra, en este caso todas las variables que intervienen en modelo pueden ser
aleatorias, pero variables exdgenas participan como si fueran deterministicas tal

que sus valores no dependen del azar o aleatoriedad.

El modelo de regresion lineal multiple, que liga a una variable dependiente Y con

k variables independientes, exdgenas, explicativas mediante la ecuacion
Vi = B1 + Box1 + B3xy + Baxz + -+ Prxye +u; i =1,2,3,4,...,n

se llama modelo de regresion lineal multiple con k variables independientes,
exogenas, regresoras, predictoras o explicativas, B k = 1,2,3/4, ..., coeficientes
de regresion y, también, parametros desconocidos, no aleatorios, estimados con

base en datos observados.

Paralelamente, el caso de una sola variable se considera que el error o
perturbacion u; = e; tiene esperanza 0, varianza 62, errores e; por observacion,

no correlacionados y es una variable no observable.

Observacion. El término lineal refiere a que la relacion es como tal en
parametros, pero no en variables. Las técnicas de regresion lineal multiple pueden
usarse si la relacion es lineal en parametros, pero no se olvide que se busca una

funcion, no necesariamente lineal, que relacione variables Y con {Xj}:

ke
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Y(dependiente,endégena,respuesta o explicada) = f(XZ' X3: X4, XS: iy Xk)

Sin embargo, esta relacion es ambigua o incierta, pues se ve acompafiada por
errores y depende de algunos parametros desconocidos. Ademas, las hipotesis o
supuestos en que se sustenta la regresion lineal multiple son iguales que regresion
lineal simple. Con el objeto de que estimadores de minimos cuadrados sean

Unicos se supones que los siguientes vectores son linealmente independientes:
1. Vectores (U, uy, Ug, Uy, ..., Ux) de R™ son linealmente independientes si:
aquq +axuy +aguz +azuy + -+ agug =0

Implica que todos los coeficientes a; = 0 o nulos. Si no, son linealmente

independientes. Un conjunto infinito B de vectores es linealmente
independiente ssi todo conjunto B de vectores es linealmente
independiente ssi todo sub conjunto finito de B es linealmente

independiente.

2. Si vectores {u]-} son linealmente dependientes existe, en igualdad
anterior, un coeficiente a; # 0 o no nulo tal que el vector correspondiente

a dicho coeficiente es combinacion lineal del resto de vectores. Por
gjemplo: a; # 0 = uy = (— ai) (aju; +ayuy + azuz +aguy + -+
k

ag—1Ug—1)-
3. Bases y dimension. Sea E un espacio vectorial y B un sub conjunto de E:

a) Si B genera a E ssiV vector de E es una combinacion lineal de

vectores de B.

b) Si B es linealmente independiente se dice que B es una base de E.

-»
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c) Si B es una base de E, el nimero de elementos de B se llama

dimension de B, si B es infinito se dice que E es dimension infinita.

4. Numero de filas linealmente independientes, en una matriz Ay.m) €S

igual a numero de columnas linealmente independientes.

5. Sea A una matriz A(y.m). El nimero de filas o columnas linealmente

independientes se llama rango de matriz y se denota como rg(A(Rango)).

6. De bases y dimension. Sea E un espacio vectorial y B un sub conjunto de
E, es obvio que rg(A(Rango)) < min{n,m}. Si se logra igualdad

[rg(A(Rango)) < min{n, m}] se dice que matriz A es rango completo.

7. Matriz cuadrada A es simétrica ssi al cambiar filas por columnas la matriz

A no cambia; es decir, ssi A' = A donde A" es transpuesta de A.

8. Matriz cuadrada A es diagonal ssi es cuadrada y todos los elementos fuera

de la diagonal principal son 0 o nulos:

A= diag(Diagonal){al ta;t+aztag+-+ an}

a; 0 o 0 O 07
0 a; o 0 0 0
0 o a3 0 O 0
=10 0 0 ay 0 0
0 o O 0 ag 0

L 0 0 0 0 O -+ Apd

9. Matriz identidad es matriz diagonal con todos a; = 0:
I = diagpiagonanil, 11,1, ..., 1}

Cuando requiere indicar el orden de matriz se estribe I,, en vez de I.

e
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10. Si A matriz cuadrada (n *n) es no singular ssi existe una matriz B

cuadrada (n * n):
AB=BA =1
Matriz B se llama inversa de A y se escribe A™?

11. (AB)' = B'A". Si matrices (A, B) son no singulares y de igual dimension

(AB)"! =B71AL

12. Una matriz cuadrada Ay.p) es simétrica semi definida positiva, escrita
como A(p.p) = 0, ssi es simétrica y Vx,x € RY, x'Ax >0 se dice
simétrica definida positiva, escrita A > 0, ssi es se mi definida positiva 'y

xXAx=0=>x=0.

13. Sea E, F dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo de escalares K.
Una funcion f: E — F se dice aplicacion lineal ssi Va € k,Vx,y € E se

tiene que f(ax +y) = af(x) + f(y).
14. VA (1m+n) define una aplicacion lineal R en R™:
A:R" - R™: x - Ax

A su vez toda aplicacion lineal de R™ en R™ define una matriz (m * n).

15. Si A es aplicacion lineal de R™ en R™ se llama espacio imagen de A al

conjunto:
img(lmagen) (A) = {W € lew = Au,u € Rn}

Se llama nucleo de A al conjunto:
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Ker(A) = {u € R*|Au = 0}

Se puede demostrar que dim(DimenSién) [img(lmagen) (A)] = rg(A(Rango)) y
dirn(Dimensién) [img(lmagen) (A)] +

clirn(Dimensién) [Ker(Kernel o nucleo) (A)] =n

16. Si A(p.n) es matriz cuadrada (n * n) simétrica definida positiva, se define
el producto escalar de dos vectores u, vdeR"™ respecto de A por
(U, u)a) = (ut)(Au) se define norma de v respecto de A por llullay =
\/m . Si A es matriz identidad no hace falta sub indices tal que se

dice que son producto escalar y norma usuales.

17. Si A es matriz cuadrada (n * n) se llama traza de A a suma de elementos
de su diagonal principal tal que tr(rraza de a)(A) = XiL1(@i)-

18. Sea A matriz (n * m), B matriz (m * n) tal que tr(rraza de aB)(AB) =

tr(Traza de BA) (BA)-
1 X12 X1k
/1\ X22 X2k
1 X32 X3k
1 Xg2 77777 Xuk
1 Xn2 Xnk

Cuando se realiza un modelo de regresion multiple, generalmente, las
unidades de mediciéon no son las mismas para la variable dependiente y
para las variables independientes; de manera que los coeficientes de

regresion no se pueden comparar directamente.

Para superar esta dificultad, se emplean los coeficientes de regresion

estandarizados beta. Las unidades de medicidén de todas las variables se

-z
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transforman a unidades de desviacion estandar, dividiendo cada variable

por su desviacion estandar. Por ejemplo, en la ecuacion de regresion se
y _bo Sx1) X1 Sx2 | X2
—=—+|by —|—+|b, —| —
Sy Sy Sy / Sx1 Sy / Sx2

Los coeficientes:
Sy
Bi = b <—1)
Sy

Son los coeficientes de regresion parcial estandar y su interpretacion es la

tiene:

siguiente: si hay una variacion de una desviacion estandar en x;, habra una

desviacion de betas desviaciones estandar en y.

Es necesario construir estimaciones de intervalos de confianza para coeficientes
de regresion {Bj} y para otras cantidades de interés del modelo de regresion. El
desarrollo de un procedimiento para obtener estos intervalos de confianza
requiere suponer errores {e;} tienen una distribucion normal e independiente con

media cero y varianza ¢? (Montgomery, Disefio y analisis de experimentos,

2004).

Puesto que el estimador de minimos cuadrados 3 es una combinacion lineal de

observaciones tal que {3 tiene una distribucion normal con vector medio  y matriz
. ‘1 , .-

de covarianza o (X X) . Cada uno de los estadisticos:

/31'—51\

)

i=01234, ..,k
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Se distribuye con t con n — p grados de libertad, donde Cj; es elemento jj — ésimo

. R SN . ., . . .,
de matriz (X X) y 62 es estimacion de varianza de error obtenida de ecuacion

62 _ (SSE (Suma de cuadrados del error

— ) Por tanto, un intervalo de confianza 100 =

(1 — a) para coeficiente de regresion Bj,j =0,1,2,3,4, ...,k es (Montgomery,

2004):

Bj = t(o/ym-p) * O * Cj < By < By + t(aypmp) * [0 * G

Este intervalo de confianza también puede escribirse como(se(ﬁj) = [G?% % ij):

By = t(e/ym—p) * 5e(By) < By < By + t(e/n—p) * 52(B)

Puede obtenerse un intervalo de confianza para respuesta media en un punto

particular; por ejemplo: Xg1, X2, X3, X04, -+ » Xok- S€ define el vector:

-1 -
Xo01
X02
Xo = |Xo03
X04

| XK
La respuesta media en este punto es:
Heylxo) = Bo + B1Xo1 + B2Xo2 + BsXo3 + BaXos + -+ + PrXok = XoB
La respuesta media estimada en este punto es:
¥+ (%) = X;)G

Este estimador es insesgado, pues E[V * (Xo)] = E[X(’)B] =Xof = Hylxo) Y

varianza § * (x,) es:
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Var[§ * (xo)] = 6% * Xg * X * (X'X)_1

Por tanto, un intervalo de confianza 100 * (1 — a) par respuesta media en punto

X01, X02, X03, X094, -+, Xgk €S:

¥ * (X0) = {(o/yn—p) * \/X;) X0 * (XX) ™ < ypxy)

< ¥ (Xo) + t(“/z;n—p) * \/XO * Xo * (XX)™1

Es posible usar un modelo de regresion para predecir observaciones futuras de
respuesta que corresponden a valores particulares de regresores; por ejemplo:
Xo01, X02>X03) X0a» o Xok- Si X = [1,X01,X02) X03» X04» - Xok] tal que una
estimacion puntual de observacion futura y, en punto Xgq, X2, X03, X4, -+ » Xok S€

estima con ecuacion:

¥ (x0) = X;)E

Un intervalo de prediccion 100 = (1 — o) para esta observacion futura es:

y* (xo) = Y@/yn-p) * \/82 *(1+x0 %% % (XX)71) <y

< 9% (50) + Yo * 62+ (1450 %0 % (X3071)

Cuando se predicen nuevas observaciones y estima respuesta media en un punto
dado X1, Xg2, X3, X04, --- » Xk €8 Necesario cuidar no hacer extrapolacion fuera de
region que contiene observaciones originales. Es muy probable que un modelo se
ajuste bien en regién de datos originales tal que deje de hacerlo fuera de esa

region.
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Con supuestos de modelo de regresion clasico tal que al tomar la esperanza
condicional de Y en ambos lados de modelo Y; = 1 + B2X5i + B3X3i + u; se

obtiene:
E[YilX2i, X3i] = By + B2Xzi + B3X3;

Expresado en términos de esta ecuacion, se obtiene la media condicional o valor
esperado de Y condicionado a valores dados o fijos de variables X, y X3. Por
consiguiente, como en caso de dos variables, el analisis de regresion multiple es
analisis de regresion condicional sobre valores fijos de variables explicativas y lo
que se obtiene es valor promedio o media de Y, o respuesta media de Y a valores

dados de regresoras X.

Los coeficientes de regresion ,, mide el cambio en valor de media de Y, E(Y)
por unidad de cambio en X, con X3 constante o proporciona efecto “directo” o
“neto” que tiene una unidad de cambio X, sobre valor medio de Y neto de
cualquier efecto que X3 pueda ejercer en media Y y 33, mide el cambio en valor
de media de Y, E(Y) por unidad de cambio en X5 con X, constante o proporciona
efecto “directo” o “neto” que tiene una unidad de cambio, se conocen como
coeficientes de regresion parcial o coeficientes parciales de pendiente. B, y B3

son derivadas parciales de E[Y|X,, X5] respecto a X, y X3.

Z(?i—?)z) _ (SCE (Error)

S, -0)2 SCr (Total)> mide bondad de ajuste

En caso de dos variables r? = (

de ecuacion de regresion; es decir, da proporcion o porcentaje de variacion total
en variable dependiente Y explicada por variable unica explicativa X. Esta
notacién r? se extiende ficilmente a modelos de regresién con més de dos
variables. En modelo de tres variables se busca conocer proporcion de variacion
en Y explicada por variables X, y X3 conjuntamente. La medida que da esta

informacion se conoce como coeficiente de determinacion multiple y se denota

e
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por R2, que asemeja a r2. Para obtener R? se puede seguir el procedimiento para

obtener r? tal que:
Y = By + BoXai + BXsi + 0 = Vi +

Y; es valor estimado de Y; a partir de la linea de regresion ajustada y es un
estimador de la verdadera E[Y;|Xy;, X3;]. Al reemplazar letras mayutsculas por
mintsculas para indicar desviaciones de sus medias, la ecuaciéon anterior se

escribe:
Vi = By + B2Xai + Bsxzi + 0; = §i +

Elevando al cuadrado esta ecuacion en ambos lados y sumandole valores

muestrales se obtiene:

YyE= gt 42 gili= ) 9P+ ) @

En esta ecuacion se afirma que suma de cuadrados total (SCT) es igual a suma de
cuadrados explicada (SCE) méas suma de cuadrados de Residuos (SCR).
Sustituyendo el equivalente a ¥, i dado en ecuacion Y. G2 = Y yZ — B, X yiXai —

Gs Y. ViX3; se obtiene:

ZYiZ :Z}A’iZ‘FZ}A’iZ_ﬁzZYiXZi—E3ZYiX3i

Reordenando esta ecuacion se tiene:

SCE = Z 97 = B2 2 ViXai + B3 z ViX3i
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RZ _ (SCE (Explicada por regresién)> _ <GZ ZYiXZi + GS EYiX3i> _ (1 _ @)
SCr (Totan) Yyl TSS

(N _ ([, _(=3)«3
“(-50) (o)

R?, al igual que r?, se encuentra entre 0y 1. Si es 1, la linea de regresion ajustada

explica 100% de variacion en Y. Si es 0, el modelo no explica nada de variacion
en Y. Por lo general, R? se encuentra entre estos valores extremos. Se dice que el

ajuste del modelo es “mejor” entre mas cerca esté R? de 1.

Al igual que en el modelo de regresion lineal simple, en el modelo multiple el R?
mide la proporcion de la variacion en la variable dependiente explicada por la
variacion conjunta de todas las variables independientes o explicativas, una vez
descontado el efecto de la media. Es también un buen indicador de la bondad de

ajuste del modelo. Varia entre cero y uno.

Toma el valor cero si la regresion es una linea horizontal; es decir, todas las betas
son cero, excepto el término constante. En este caso el valor predicho de y es
siempre la media de y, pues las desviaciones de x con respecto a su media no se

traducen en diferentes predicciones paray.

Por lo tanto, x no tiene poder explicativo sobre y. El otro extremo, cuando R? =
1 que ocurre si los valores de x y de y estan en el mismo hierplano (en una linea
recta en la regresion simple de dos variables) por lo que los residuos son cero. Si
todos los valroes de y estdn en una linea vertical, R? no tiene sentido y no puede

calcularse.

Para el célculo de R? se utiliza la misma expresion que en el caso de regresion

simple:

R? = SCR/(SCR + SCE), o

i
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R?=bX'y-nY /b'X'y-nY + yy-bXy = bX'y-nY/yy-nY
Alternativamente, R? = b? Sy/S,y

Existen algunos problemas al utilizar R? para medir la bondad de ajuste. Uno de
ellos hace referencia al nimero de grados de libertad utilizados en la estimacion
de los parametros. R? nunca decrecera cuando se afiade otra variable a la ecuacion
de regresion por lo que se puede estar tentado a explotar este resultado mediante
la continua adicion de variables en el modelo; R? continuara creciendo hasta su

limite de 1.

En vista de ello, a veces se presenta el R? ajustado (por grados de libertad), que

se calcula como sigue:

R? =1 - (n-1)/(n-k)(1- R?)

El principal punto para tener en cuenta de esta medida es que podria disminuir
cuando se afiade una variable al conjunto de variables independientes. De
hecho, R? podria ser incluso negativo.
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REGRESION MULTIPLE Y ANALISIS DE VARIANZA
(ANOVA) EN MODELOS ECONOMETRICOS
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CAPITULO VI

REGRESION MULTIPLE Y ANALISIS DE VARIANZA
(ANOVA) EN MODELOS ECONOMETRICOS

6. Modelo de regresion multiple

En el modelo de regresion multiple es natural buscar una extension de la nocioén
de correlacion simple para tomar en cuenta el hecho de que otras variables se

mantienen constante cuando analizamos un coeficiente de regresion en particular.

En otras palabras, queremos saber si la variable dependiente y una variable
independiente cualesquiera estan relacionados después de descontar el efecto de

las otras variables independientes del modelo.
Para efectuar esta tarea, considérese el modelo:

Yi =BO +BIXi1 +BZXi2 + ei
6.1. Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion parcial entre Y y X debe ser definido de tal forma
que mida el efecto de X, sobre Y que no es explicado por la otra variable en el

modelo. Mas claramente, el coeficiente de correlacion parcial es calculado
eliminando el efecto lineal de X2 sobre Y (asi como el efecto lineal de X2 sobre

X1) y entonces correr la regresion apropiada.
Los pasos que se siguen son los siguientes:
1. Se corre el modelo de Y sobre X2 y se obtienen los valores ajustados

Yi=b0+b, X,

-
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2. En seguida se corre el modelo de X, sobre X, para obtener la ecuacion
Xil - gO + gZXiZ
3. Se remueve la influencia de X, tanto en Y como en X,. Se hace
Y'=Y-Y y X' =X,-X,

.y . ., . *
4. La correlacion parcial entre X y Y es entonces la correlacion simple entre Y

*

y X1

v .y k k . .
Para ver porqué la regresion de Y sobre X | se proporciona el coeficiente de
.y . , * k , .
correlacion parcial deseado, notese que Yy X' | no estan correlacionadas con
X, por construccion, dado que si tomamos por ejemplo Y~ y X, sabemos que no

estan correlacionadas por el hecho de que Y = representa el residuo de la regresion

de Y sobre X, y se ha visto anteriormente que los residuos no estin

correlacionados con las variables explicativas.

.y * k . I
Entonces, la regresion de Y~ sobre X" relaciona la parte de Y, que no esta
correlacionada con X, con la parte de X que tampoco esta correlacionada con

X,. Generalmente se denotan estas correlaciones de la siguiente manera:
ryX, *X,: que es la correlacion parcial de Y y X, (controlando X,)
ryx,: correlacion simple entre Y y X,

rx,x,: correlacion simple entre X, y X,
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Con esta definicion de correlacion parcial, no es dificil (aunque algo tedioso)
derivar la relacion entre la correlacion parcial y la correlacion simple entre
variables de interés. Estableceremos, sin probarlo, el siguiente resultado (el lector

puede hacer el ejercicio para demostrarlo):
ryX, X, = 0y X, - 1y 3rx X )/r( - r2x,xo)r(d - r2yx,)

ryX,*X, = (Y X, - 'y X ' xo/r( - r2x xord - r2yx,)

A partir de estas ecuaciones se pueden hacer las siguientes afirmaciones con

relacion al coeficiente de correlacion parcial:

1. Tal como en el caso de las correlaciones simples, las correlaciones parciales

toman valores entre -1 y +1.

2. Una correlacion parcial igual a cero entre Y y X indica que no existe relacion
lineal entre estas variables, después que el efecto lineal de X, sobre ambas ha sido
removido. En este caso se dird que X, no tiene un efecto directo sobre Y en el

modelo. De hecho, los coeficientes de correlacion parcial son utilizados para

determinar la importancia relativa de diferentes variables en el modelo multiple.

3. Es también util determinar la relacion entre la correlacion parcial y el
coeficiente de determinacion multiple R?. En el modelo de dos variables no es
dificil demostrar de que es posible interpretar R? como el cuadrado de la

correlacion simple entre la variable dependiente y la independiente.

También es posible interpretar la correlacion parcial entre Y y X, como una

medida de la raiz cuadrada del porcentaje de la varianza en Y que no puede ser

atribuible a X, pero que es atribuible a la parte de X, que no esta correlacionada

a Xz.

-
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A partir de este hecho, es posible factorizar el coeficiente de correlacidn multiple
en distintos componentes, cada uno de los cuales sirve para explicar una porcion
de la suma de cuadrados de la regresion en el modelo. Por lo tanto, es posible
derivar la siguiente relacion entre el coeficiente de correlacion multiple y el
coeficiente de correlacion parcial:

r2yx,#X, = R%-r2yx )1 -12yx,)

1-R%=(1-r2yx,)1 - r2yx,+x,)

Estas relaciones no son faciles de interpretar. Tomando raiz cuadrada en ambos
lados de la primera ecuacion, se puede afirmar que el coeficiente de correlacion
parcial puede ser determinado sacando raiz cuadrada del porcentaje de la varianza

en 'Y explicado por X, (habiendo ajustado ambas variables para eliminar el efecto
de X)). Un uso importante de la correlacion parcial es en el procedimiento de

"regresion stepwise" (paso sabio).
6.2.Procedimiento

El primer paso para escoger un modelo que describa los datos es la realizacion de
una dispersion de observaciones. La relacion sugerida por datos es la que permite
escoge el modelo que los describa adecuadamente. Cuando los datos presentan
un esquema de comportamiento curvilineo puede ser necesario un modelo de tipo

polinomial para datos:
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Figura 6.1. Modelo de segundo grado para datos

* /]

/
/

b4

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

Para transformar un modelo polinomial en uno de regresion multiplique se escoge

un modelo de segundo grado en una variable:
Vi = B1 + B2x1 + Paxa + g

Si se hace situaciones de variables x; = x! y x, = x? la ecuacién serfa:
Vi = By + Bax' + Box® + g

Es un modelo de regresion multiple en dos variables. Se esta en posibilidad de
aplicar la teoria descrita. En general, si se tiene un modelo polinomial con una

variable explicativa
Vi = By + Baxt + Box? + Bax® + Bux* + - + BrxK + ¢

Se puede convertir en uno de regresion multiple mediante la transformacion x; +

x!:

Vi = B1 4 Baxq + B2x® + Baxs 4 Bax® 4 - + Prxk + €
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Otros modelos polinomiales que incluyen mas de un variable, que pueden
transformarse a una linea multiple, son los polinomios en variables, como el de

segundo grado en dos variables:

Vi = B+ Boxy + BaXa + Braxf + Boax3 + BraxiX, + €

Cuando se ajusta un modelo polinomial es preciso escoger el polinomio de menor
grado posible tal que se deberan realizar reiteradas pruebas de hipotesis, en las

que se fijaran aquellas variables que se han de incluir y excluir en modelo final.

En los modelos tratados se empled variables independientes de naturaleza
cuantitativa; es decir, se expresan numéricamente y son el resultado de
mediciones instrumentales. Si se desea incorporar en modelo una variable
cualitativa serd necesario introducir variables indicadoras, ficticias, que permiten
diferenciar los distintos niveles que toma tal variable; por ejemplo, una variable

X que indiquen la estacion del afio puede ser definida:

X = {O: Es invierno
1: Es verano

En general, una variable cualitativa con t niveles se representa mediante t — 1
variable indicadoras, se asignan valores de 0 y 1 llamadas dicotomicas,

binomiales o dummy.

Después que se ha estimado un modelo de regresion se debe, obligatoriamente,
estudiar si ese modelo retenido es adecuado. También, se debe probar si supuestos

con base en que se sustenta son aceptables a vista de datos.

De manera mas precisa, ;serda verdad que errores son independientes,
normalmente distribuidos con media cero y varianza constante, serd lineal el
modelo? No se puede dar una respuesta exacta, pero residuos daran pautas para

decidir si no se acepta o no se rechaza estas hipotesis.

e
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En primer término, se estudia una prueba de linealidad bajo supuesto que existen

observaciones repetidas y, después, se analiza residuos.

Si para cada upla (Xi2,Xi3, Xia Xi5, ---, Xjk) €Xisten varias observaciones de
variable dependiente Y, se puede construir una prueba de linealidad. Suponga para
cada upla (Xj5, Xj3, Xj4, Xis, ---, Xjk) S€ hacen n; mediciones u observaciones de

variable respuesta, asi que se tiene el modelo:

ir = B1 + B2Xiz + BsXiz + BaXis + BsXis + - + PrXik + Ujr i
=1234,5..,mr=1234,>5,..,n

Suponga Y., n; =n,m > k y rango de matriz de disefio es k. Las hipotesis
respecto a errores son habituales, independientes y normalmente distribuidos con
parametros (0,02). Se hallarAn estimadores minimos cuadrados ordinarios

(MCO). Sea:

m 0j

f(b1! bZr b3l b4l e bk) - Z z YII‘ Z(b Xl])

i=1r=

a(f) m Dj
a(bl) (b1'b27b3'b41 '"rbk) = - Zl Z Yir — Z(b Xl])

(f) m nj k
(by,by,b3, by, ..., by) = —ZZZ Yir — b1 — Z(bjxij) xj1 V1
a(bl) i=1r= j=2

Si se iguala a 0 se tiene el sistema normal de ecuaciones:
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fiZml m)| yi. — Gl - Z(Bjxi]‘) =0talquey; = (nl) Z(yh’)
1

m k
Z l(ni) Vi.—B1— Z(Bjxij) xj = 0Vl
i=1 =2

Es equivalente a ecuacion matricial:

(X'RX)B = X'RY tal que R = diag piagonal) {1, N2, N3, Ny, N5, ..., N}

}_71. 1 X12 X13 X14 Xlk
yo. 1 Xz, X3 Xza - X2k
v=[Y3| x= 1 x3; X33 Xzg - X3k
Va.|’ 1 X4 Xa3 Xag - Xak
l}_’k.J l1 Xm2z Xm3 Xm4 Xmk]

Por hipétesis la matriz X es de rango k < m tal que la matriz X'RX es de rango

completo, tal que:
B = (X'RX)"1(X'RY)
Vir = ¥i = (1, Xi2, Xi3, Xi4» Xis5, ...,xik)B talquer = 1,2,3,4,5, ..., n;

Prueba. La repeticion de mediciones es de suma utilidad para validar el modelo.
Para probar el ajuste del modelo y;. = B1 + B2Xiz + B3Xj3 + BsXis + BsXis +
o Brxik Fuir i =1,2,34,5 ..., m;r = 1,2,3,4,5, ..., n; a datos, se compara con

modelo:
Vir = M +&r1=1,234,5...,m;r =1,2,3,4,5, ...,n;

Tal que errores {g;.} son independientes normalmente distribuidos con

parametros  (0,06%). En modelo yj. =pi +&ri=12345..,mr=
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1,2,3,4,5,..,n; supone que medias p; dependen de  valores

(Xi2, Xi3, Xi4» Xi5, -, Xjk)> pero no obedecen a estructura alguna en particular.

Se dice que modelo yi. = B1 + B2Xiz + B3Xi3 + BaXis + BsXis + -+ + BrXik +
uri=1,234,5.., mr=1234,,5,..,n; es adecuado a nivel de significancia a

st hipotesis Hy: 1 = X no es rechazada a nivel a.

Teorema. Bajo hipotesis de normalidad, no se acepta modelo y;. = 1 + B2Xjz +
BsXiz *+ BaXia + BsXis + -+ PrXik + uir 1 = 1,2,3,4,5 ..., m;r =
1,2,3,4,5,..,n; a favor de modelo yj,=p +¢,i=12345.., mr=

1,2,3,4,5, ..., n; a nivel de significancia a si y solo si:

(n - m) . < iz [() (i, — yi)?]

: ~— ) = Fim—tcnm;
m — Kk {21 Z?;l(Yir - Yi.)2> (m=lon=mic)

Demostracion. Se debe estimar cociente:

Fiy)

_ [(1’1 - m) (SRC(O: Suma de Residuos al Cuadrado de modelo) — SRC(Suma de Residuos al Cuadrado))]
m—k

SRC(Suma de Residuos al Cuadrado)

Tal que SRC(0: Suma de Residuos al Cuadrado de modelo) Yir = Bl + BZXiZ + B3Xi3 +

B4—Xi4— + BSXiS + 4 kaik + Uiy i= 1,2,3,4,5 W, M K= 1,2,3,4,5, R O T

m Dj

— 5.)\2
SRC(O: Suma de Residuos al Cuadrado de modelo) — Z E(Yir - Yi.)
i=1r=1

Estimador de minimos cuadrados de p; en modelo yj =W +¢&ipi=

1,2,3,4,5...,m;r =1,2,3,4,5, ..., n; es:
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h=y.1=12345...k SRC(Suma de Residuos al Cuadrado)

m D
= Z Z(Yir ~¥i)?
i=1r=1
Vectores {Yir — i} y {Vi — ¥} son ortogonales:
m Dj m nj
Z ir =¥ —9i) = Z(}_’i. - 9i) Z(Yir —yi)|=0
i=1r=1 i=1 r=1

Por teorema de Pitagoras :
Sz e o2 _ < 112
IYie = Yill? + ||Yi = Yi]|” = ||Yir = Y3 |
Tal que:

SRC(O: Suma de Residuos al Cuadrado de modelo) — SRC(Suma de Residuos al Cuadrado)

m Dj m Dnj

= z Z(Yir 9% — Z Z(Yir - ¥i)?

i=1 r=1 i=1r=1

= > )G~ 9:)7]
i=1

Definicion. Suma Y12, [(n;) (Vi — 9;.)?] es error por mala adecuacion. La suma
nj - .
2 Xl (yir —¥i)? es llamado error puro. Resultados se escriben en

ANOVA, ADEVA, ANDEVA, ANVA, AVAR o0 ANOVA de Fisher que puede ser

insertada en:
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Analisis de Varianza o

ANOVA,ADEVA,ANDEVA, ANVA, AVAR o0 ANOVA de Fisher

F. deV CM(Cuadrado M F(calculada) Pl‘(>F)
' (Factor d¢ Gl(Grados de L SC(Suma de Cua 1}
0 o () o o
VF(V T Df(Degrees of Sum sq(Sum p
Jrasonpaca Mean Sqmea| F valuecaic] — value
m N
Z Z(Yir
Error total (n—k) it
- 9i)?
Error por N _
mala (m Z[(nl)(Yl MMA/gl MMAAdecuac gl(numerz
- l()(gl numer = (ume MEPError gl(denomir
adecuacion —9:)?]
m nj
(n >
Error puro L L Yir MEP/glgenon]
- m)(gl denotf ==t
-¥i)?

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gonzalez B. G., Métodos

estadisticos y principios de disefio experimental, 2010) y (Hurtado & Gémez, 2010)

Una vez construido el modelo de regresion se comprueba si hipotesis de

linealidad, normalidad e independencia se cumplen. La matriz de covarianzas de

€1ToTreS €8S°

Cov(e) = 6?(1—V) tal que V = XX*(X'X)~! = Cov(e;) = 6?1 — V)

Tal que V) mide distancia entre X y X. Para comparar los residuos suele ser més

comodo cambiarlos de escala, estandarizdndolos o estudentizandolos. Los

residuos estandarizados se definen:

-
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el
' S\/T - V(ii)

Los residuos estudentizados se estiman mediante:

t,_[ 0
" sV = Vay

Siguen una ley t con (n — k — 2) grados de libertad tal que sy son residuos de

regresion cuando se excluye la i -ésima observacion.

Se espera que datos correspondientes a observaciones se encuentren distribuidos
en una region mas o menos cercana, pero puede suceder que una o varias
observaciones estén alejadas del resto de los datos. Estas observaciones pueden
fluir mucho en modelo final. Se puede disponer de 100 observaciones y construir
con ellos un modelo con propiedades debidas unicamente a dos puntos. Conocer

si este tipo de puntos influye perjudicialmente en modelo permite mejorarlo.

6.3. Valores atipicos

La primera forma para determinar si un valor es atipico es mediante los residuos
estudentizados. Se comparan valores de t; con valores criticos de una ley t con
(n — k — 2) grados de libertad. Otra forma de conocer cuales son puntos distantes

es mediante distancia:

k _ \2
by (x4iX;
DZ = E Q) i=1234,...,n
! & <\/MCE

El procedimiento consiste en ajustar el modelo, estimar DZ,i = 1,2,3,4,...,n, y
ordenarlas en forma ascendente de acuerdo con el DZ. Los puntos con alto D? son
inusuales. Existen otros tipos de distancia que permiten la deteccion de valores
atipicos y puntos influyentes a cada uno con distintas propiedades, pero todas

siguen igual principio para identificar tales observaciones.

-
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6.3.1. Identificacion
Para la deteccion de la autocorrelacion se emplea el estadistico de Durbin-

Watson:

_ Z eiei_h
e

'

Para la realizacion de pruebas estadisticas sobre la autocorrelacion existen tablas,
pero dar la siguiente regla empirica para detectar la autocorrelacion de orden 1.

Se construye:

d=2(1-r9)
Si su valor es proximo a 2 no existira autocorrelacion, pero si d tiene un valor
entre 0 y 2 serd positiva y si el valor d esta entre 2 y 4 indica que correlacion sera
negativa. En los programas informaticos se suele calcular su valor y el nivel de
simplificacién de la prueba. Alternativamente, se aplica el estadistico Box —

Ljung para detectar la autocorrelacion.

6.3.2. Tratamiento

Para explicar la evolucion de variables que tiene un comportamiento en que
aparece autocorrelacion es conveniente usar métodos de analisis de series de
tiempo, que permiten abordar de mantenimiento global el problema de
construccion de modelos para estas variables. También, se pueden utilizar
métodos especiales de regresion, como los minimos cuadrados generalizados o

modelos generalizados.

Por la dificultad que entrafia la realizacion manual de calculos; especialmente en

determinacion de potenciales problemas que modelo pudiera presentar. Se hace

-
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mediante el empleo de programas estadisticos especializados, que facilitan su
calculo, correspondiendo al usuario la interpretacion correcta de los resultados.
Debera notar que temas tratados so6lo cubren la parte central de andlisis de

regresion.

6.4. Multicolinealidad

El término multicolinealidad se atribuye a Ragnar Frisch (, que asigna una
relacion lineal “perfecta” o exacta entre algunas o todas las variables explicativas
de un modelo de regresion. En regresion con k variables que incluye las variables
explicativas (X, X5, X3, Xy, ..., X)) tal que existe una relacion lineal exacta si se

satisface la siguiente condicion:
A1X1 + }\2X2 + A3X3 + )\4X4 + ce + Aka

Multicolinealidad incluye el caso de multicolinealidad perfecta, como ecuacién
anterior y, también, caso en que hay X variables intercorrelacionadas, pero no en

forma perfecta:
)\1X1 + }\ZXZ + )\3X3 + }\4X4 + et )\ka +V; (Término de error estocastico) = 0

Para apreciar la diferencia entre multicolinealidades perfecta y menos que

perfecta suponga; por ejemplo: A, # 0:

A A3 Ay A5 Ay
¥ = = ()] = [xss ()] = e G = [ G =+ [ (2)
Muestra la forma como X, estd exactamente relacionada de manera lineal con
otras variables, o como se deriva de una combinacion lineal de otras variables X.

El coeficiente de correlacion entre variable X, y combinacion lineal del lado

derecho de ecuacion pasada esta obligado a ser igual a uno.

Paralelamente, si A, # 0, ecuacion A X; + A,X5 + A3X5 + A X, + -+ X +

Vi (Término de error estocastico) — 0 se escribe:

e
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A A A A
= = ()] =[x G| = s ()] = s (G| -
A 1
- [in (}\_2) — Vi (Término de error estocastico) (E)]

Esto demuestra que X, no es combinacion lineal exacta de otras X, pues esta
determinada por Vj (Término de error estocistico)- El método algebraico para
problema de multicolinealidad se expresa concisamente mediante un diagrama de

Ballentine:

Figura 6.2. Diagrama de Ballentine

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)

Los circulos Y, X, y X3 indican variaciones en Y(yariable dependiente) €0 X2 ¥ X3,
variables explicativas. El grado de colinealidad se mide por magnitud de

interseccion, area sombreada, de circulos X, y X3.

En figuras 6.2a), no hay interseccion entre X, y X3 tal que no hay colinealidad;

de 6.2 b) a 6.2e), el grado de colinealidad va de “bajo” a “alto”, pues entre mayor
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sea la interseccion entre X, y X3 -entre mayor sea el area sombreada- mayor sera
el grado de colinealidad. Si X, y X3 estuvieran superpuestos completamente o si
X, estuviera por completo dentro de X3, o viceversa, la colinealidad seria

perfecta.
En otras figuras:

Figura 6.3. Diagrama de representacion

¥ W
Figure 32a Modest collinearity Figure 3b Considerable collinearity

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gujarati & Porter, 2010)

Multicolinealidad, como se define, refiere s6lo a relaciones lineales entre las

variables X tal que no aplica a las relaciones no lineales entre ellas:

Yi (Costo de produccién total)
— 2
- Bl + BZXi (Produccion) + B3Xi (Produccién al cuadrado)

3
+ B4Xi (Produccién al cubo) + Uj (Término de error estocastico)

En econometria se presenta una fuerte correlacion entre variables explicativas del
modelo. La correlacion ha de ser fuerte, pues siempre existira correlacion entre
dos variables explicativas en un modelo tal que la no correlacion de dos variables
es un proceso idilico unicamente se podria hallar en condiciones de laboratorio.

Modelos como estos, no violan el supuesto de no multicolinealidad.
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Sin embargo, en aplicaciones concretas, el coeficiente de correlacion medido de

) , 2
forma convencional demostrard que X; (produccién), Xi (Produccién al cuadrado) Y

3 4 . . , .
X{ (Produccién al cubo) €stan altamente correlacionadas, que dificultard estimar

parametros de ecuacion anterior con mayor precision o errores estandar pequeios.

El modelo clasico de regresion lineal supone no hay multicolinealidad entre X;,
pues si la multicolinealidad es perfecta en sentido de A;X; + A,X, + A3X5 +
AgXy + -+ A X tal que coeficientes de regresion de variables X son

indeterminados y errores estandar infinitos.

Si multicolinealidad es menos que perfecta, como A;X; + A, X, + A3X;5 +
AgXy + -+ MeXi + Vi (Término de error estocéstico) = 0, coeficientes de
regresion; aunque sean determinados, poseen grandes errores estandar en relacion
con coeficientes mismos, que significa que coeficientes no pueden ser estimados

con gran precision o exactitud.
La multicolinealidad puede ser por factores:

a) Meétodo de recoleccion de informacion. Por ejemplo, la obtencioén de
muestras en un intervalo limitado de valores tomados por regresoras en
poblacion.

b) Restricciones en modelo o poblacion objeto de muestreo. Por ejemplo,
en regresion del consumo de electricidad sobre ingreso (X,) y tamafio de
viviendas (X3) hay una restriccion fisica en poblacion, pues familias con
ingresos mas altos suelen habitar viviendas mas grandes que familias con
ingresos mas bajos.

c) Especificacion del modelo. Por ejemplo, adicion de términos
polinomiales a un modelo de regresion, especificamente cuando rango de
la variable X es pequefio.

d) Modelo sobredeterminado. Esto sucede cuando el modelo tiene mas

variables explicativas que nimero de observaciones. Esto puede suceder

-
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en investigacion médica, en ocasiones hay un ntimero reducido de
pacientes sobre quienes se reine informacion respecto a gran nimero de
variables.

e) Regresoras de modelo compartan una tendencia comiun. Datos de
series de tiempo aumenten o disminuyan en el tiempo tal que en regresion
del gasto de consumo sobre el ingreso, riqueza y poblacion regresoras,
ingreso, riqueza y poblacion quizas todas crezcan con el tiempo a una
tasa aproximadamente igual; por lo que, presentaria colinealidad entre

dichas variables.

Si se satisfacen supuestos del modelo clasico, estimadores de MCO de
coeficientes de regresion son MELI o MEI si se afiade el supuesto de normalidad.
Puede demostrarse que, aunque la multicolinealidad sea muy alta, como en el
caso de casi multicolinealidad, los estimadores de MCO conservaran la propiedad
MELI En los casos de casi o alta multicolinealidad es probable que se presenten

consecuencias:

a) Estimadores de MCO son MELI, presentan varianzas y covarianzas

grandes que dificultan estimacion precisa.

Para ver varianzas y covarianzas grandes, para modelo y; = [,x5; + B3X3i + U,

varianzas, covarianzas de 3, y B3 estan dadas por:

o o?
Var(Bz) = 2 2
Z [(XZi)(l - r23(Coeficiente de correlacién entre xz—x3))]_
2
~ (&)
Var(B3) = 5 >
Z [(XSi) (1 - r23(C0eficiente de correlacién entre xz—x3))]_

e
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COV(BZ' Gs)

1
2 2
_ I (_FZS(Coeficiente de correlacién entre x, —x3)) (G ) ‘

2 2 2
l( z:[(Xzi) (X3i)]) (1 - r23(Coeficiente de correlacién entre x, —x3))

Con base en estas ecuaciones, se desprende que, a medida que r,3 tiende a 1 tal
que a medida que aumenta la colinealidad lo hacen varianzas de estimadores y,
en el limite, cuando r,3 = 1, son infinitas. En caso de ultima ecuacion, a medida
que r,3 aumenta a 1, la covarianza de dos estimadores aumenta en valor absoluto
tal que COV(BZ, 33) = COV(B3, Bz) La velocidad con que se incrementan

varianzas y covarianzas se mide mediante (FIV):

1

FIV(Factor inflacionario) = 2
(1 - r‘23(Coeficiente de correlacion entre xz—x3))
FIV(Factor inflacionario) Muestra la forma como la varianza de un estimador se infla
por presencia de la  multicolinealidad, pues a medida que
r2 s ; se acerca a 2, FIV, i i io) S€
23(Coeficiente de correlacién entre x,—x3) > (Factor inflacionario)

acerca a infinito tal que medida que grado de colinealidad aumenta varianza de

un estimador también y, en limite, se vuelve infinita.

Si no existe colinealidad entre X, y X3, FIV(gactor inflacionario) Seréd 1 tal que con

2
esta definicion, Var(BZ) [ = ] y

Z[(le) 1 r23(C0ef1(:1ente de correlacién entre xp— X3))]

Var(ég):[z[@si)(—z p— )]]’ o

1 r23(Coef1c1ente de correlacién entre x;—x3)

FIV(Factor inflacionario) = 1:

-
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_ 2 ;
Var(BZ) = (ﬁ%)]) (FIV(Factor inflacionario))

i 2 .
Var([§3) = <m> (FIV(Factor inﬂacionario))

Esto demuestra que varianzas [, y B3 son directamente proporcionales a

FIV(Factor inflacionario)- S1 s€ extiende a modelo con k variables:

var(B;) = [(2[;2)0 (1 - R§ >]

b) Con base en consecuencia anterior, intervalos de confianza tienden a ser

mucho méas amplios, propicia una aceptacion mas facil de “hipotesis nula

cero”; es decir, el verdadero coeficiente poblacional es cero.

Con base en errores estandar grandes, los intervalos de confianza para los

parametros poblacionales relevantes tienden a ser mayores:

Efecto de incrementar la colinealidad sobre intervalo de confianza a 95% para

B,: B2 £ 1.96 ee(B;)

Valor Intervalos de confianza a 95% para

2
r23(Coeficiente de correlacién entre x2—x3) BZ

e 195 (s

0.50 +1.96/(1.33) ’ 2)
2
0.95 B, + 1.96,/(10.26) (6—)
P2 / SI62)]
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Efecto de incrementar la colinealidad sobre intervalo de confianza a 95% para
B,: B2 + 1.96 ee(B,)

Valor Intervalos de confianza a 95% para

2
r23(C0eficiente de correlacién entre x—x3)

B2
R o2
0.995 +1.96,/(100.00) | =
P ( ),/<z[(xf)])
0.999 B, + 1.96./(500.00) <—02 )
P / 1G]

Fuente: Elaboracion propia con base en modificaciones de (Gujarati & Porter, 2010)

En casos de alta multicolinealidad, datos muestrales pueden ser compatibles con
un diverso conjunto de hipdtesis. De ahi que aumente la probabilidad de aceptar
hipotesis falsa; es decir, error tipo 1.

c) Con base en consecuencia primera, razoéon t de uno o mas coeficientes

tiende a ser estadisticamente no significativa.

Para probar hipdtesis nula que, por ejemplo Hy: B, = 0 se usa razon t tal que
t(calculado) = [%] VS t(Tablas); aunque, en casos de alta colinealidad, errores
2

estandar estimados aumentan drasticamente, que disminuye los valores t. Por
consiguiente, no se rechaza cada vez con mayor facilidad Hg, que el verdadero

valor poblacional relevante es cero.

d) Aun con razéon t de uno o mas coeficientes sea estadisticamente no
significativa, R?, la medida global de bondad de ajuste puede ser muy

alta.

Si modelo de regresion lineal con k variables es:

Yi (Costo de produccion total)
= B + B2X2i + BsXsi + BaXyi + -+ + BrXki

+ Uj (Término de error estocastico)

-
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En casos de alta colinealidad es posible encontrar que uno o mas coeficientes
parciales de pendiente son, de manera individual, no significativos
estadisticamente con base en la prueba t. Aun asi, R? puede ser tan alto, quizas
superior a 0.9, que, con base en razon F, es posible rechazar convincentemente
hipotesis Hy: B, = B3 = B4 =+ =Bk =0. Esta es una de las sefales de
multicolinealidad, pues valores t son no significativos pero tiene valor R? global

alto y razon F significativo.

e) Estimadores de MCO y sus errores estandar son sensibles a pequefios

cambios en datos.

Si multicolinealidad no es perfecta, es posible estimacion de coeficientes de
regresion; sin embargo, sus estimaciones y errores estandar se tornan muy
sensibles al mas ligero cambio de datos. En presencia de una alta colinealidad, no
se pueden estimar los coeficientes de regresion individuales en forma precisa,

pero sus combinaciones lineales se estiman con mayor exactitud.
6.5.Correlacion en series de tiempo

Es “correlacion entre miembros de series de observaciones ordenadas en tiempo,
datos de series de tiempo, o en espacio, datos de corte transversal”.
Autocorrelacion o dependencia secuencial es una herramienta estadistica usada
frecuentemente en procesado de sefiales. La funcion de autocorrelacion se define
como la correlacion cruzada de sefal consigo misma. La funciéon de
autocorrelacion resulta de gran utilidad para encontrar patrones repetitivos dentro
de una sefial, como periodicidad de sefial enmascarada bajo el ruido o para
identificar la frecuencia fundamental de una sefial que no contiene dicha
componente, pero aparecen numerosas frecuencias armonicas de esta. Los
procesos de raiz unitaria, autorregresivos, tendencia estacionaria y Modelos de

Medias Moviles son ejemplos de procesos con autocorrelacion. En contexto de

-
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regresion, el modelo clasico de regresion lineal supone que no existe tal

autocorrelacion en perturbaciones Uj (Término de error estocastico):

COV(ui (Término de error estocastico), Uj (Término de error estocastico) |Xi' Xj)

= E(ui (Término de error estocastico), Ui (Término de error estocéstico)) =0i+ )

El modelo clasico supone que el término de perturbacion relacionado con una
observacion cualquiera no recibe influencia del término de perturbacion

relacionado con cualquier otra observacion.
Por ejemplo:

Si existe informacion productiva trimestral de series de tiempo que es inferior en
este ciclo, no hay razon para esperar que sea baja en siguiente periodo. En forma
similar, si se trata con informacion de corte transversal que implica la regresion
del gasto de consumo familiar sobre el ingreso familiar, no se esperaria que efecto
de incremento en ingreso de una familia sobre su gasto de consumo incida en

gasto de consumo de otra.

Ademas, si se trata con informacion de corte transversal que implica la regresion
del gasto de consumo familiar sobre ingreso familiar, no esperaria que efecto de
un incremento en ingreso de una familia sobre su gasto de consumo incida en

gasto de consumo de otra.

No obstante, si existe tal dependencia, hay autocorrelacion:

E(ui (Término de error estocastico), Uj (Término de error estocéstico)) #0i+# )

Tal que la interrupcion ocasionada por una huelga este trimestre puede afectar
muy facilmente la produccion del siguiente trimestre o incrementos del gasto de
consumo de una familia pueden muy bien inducir a otra familia a aumentar su

gasto de consumo para no quedar rezagada.

-
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La correlacion serial sucede por varias razones:
6.5.1. Incercia o pasividad

Las series de tiempo como PNB, indices de precios, produccion, empleo y
desempleo presentan ciclos econdmicos. A partir del fondo de la recesion, cuando
se inicia la recuperacion econdmica, la mayoria de estas series empieza a moverse
hacia arriba. En este movimiento ascendente, el valor de una serie en un punto
del tiempo es mayor que su valor anterior. Se genera un “impulso” en ellas y

continuara hasta que suceda otra cosa.

Por ejemplo: un aumento en tasa de interés, impuestos o ambos para reducirlo.
Por consiguiente, es probable que en regresiones que consideran datos de series

de tiempo, las observaciones sucesivas sean interdependientes.
6.5.2. Sesgo de especificacion: caso de variables excluidas

Con frecuencia el investigador empieza con un modelo de regresion razonable
que puede no ser “perfecto”. Después del analisis de regresion, el investigador
haria el examen post mortem para ver si los resultados coinciden con las
expectativas a priori. Por ejemplo, el investigador graficaria residuos
Uj (Término de error estocastico) Obtenidos de regresion ajustada y observaria

patrones (6.4a a 6.4d):
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Figura 6.4. Grafica de residuos

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)
Estos residuos, representaciones de Uj (Término de error estocéstico)> Pueden sugerir
la inclusion de algunas variables originalmente candidatas pero que no se
incluyeron en el modelo por diversas razones. Es el caso del sesgo de
especificacion ocasionado por variables excluidas. Con frecuencia, la inclusion
de tales variables elimina patron de correlacion observado entre los residuales.

Por ejemplo:
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Yi (Cantidad de res demandada)
= Bl + BZXZt (Precio de carne deres y t tiempo)
+ B3X3t (Ingreso de consumidor y t tiempo)
+ B4X4t (Precio del cerdo y t tiempo)

+u; (Término de error estocastico)

No obstante, se efectia por alguna razoén:

Yi (Cantidad de res demandada)
= Bl + BZXZt (Precio de carne de res y t tiempo)
+ B3X3t (Ingreso de consumidor y t tiempo)

+ V¢ (Término de error estocéstico)

Si el primer modelo es “correcto”, el “verdadero” o relacidon auténtica es el
segundo modelo tal que equivale a permitir Vi (Término de error estocstico) =
B4X4t (Precio del cerdo y t tiempo); POT 10 tanto, en la medida en que el precio del
cerdo afecte el consumo de carne de res, el término de error o de perturbacion
V¢ (Término de error estocistico) T€fl€jard un patron sistematico que crea una falsa

autocorrelacion.

Una prueba sencilla de esto seria llevar a cabo primer modelo y, también, segundo
modelo tal que se vea si la autocorrelacion observada en segundo modelo, de

existir, desaparece cuando se efectiia el primero.
6.5.3. Sesgo de especificacion: forma funcional incorrecta

Suponga que modelo “verdadero” o correcto en un estudio de costo-produccion

SN

Yi (Costo marginal)
_ 2
= Bl + BZXi (Produccién) + B3Xi (Produccién al cuadrado)

+ U (Término de error estocastico)
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Este modelo ajustado es:

Yi (Costo marginal) = o + O‘ZXi (Produccién) +u; (Término de error estocastico)

Tal que la curva de costo marginal que corresponde al “verdadero” modelo con

curva de costo lineal “incorrecta” es:

Figura 6.5. Curva de costo marginal

:g *
g ™ *a
= L J »
3 o B
3 .
() >
-l o.‘
[ ]

’E . L
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Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)
Entre puntos A y B de curva de costo marginal lineal sobreestimara
consistentemente el costo marginal verdadero, mientras que mas alla de estos
puntos, lo subestimara consistentemente. Este resultado es de esperarse porque el
término de perturbacion Vi (Término de error estocastico) =
Uj (Término de error estocastico) tal que capta el efecto sistematico del término
produccion sobre el costo marginal. Vi (T¢rmino de error estocastico) Treflejara

autocorrelacion por el uso de una forma funcional incorrecta.
6.5.4. Fenomenos de telaraiia

La oferta de muchos productos agricolas refleja el llamado fenémeno de telaraiia,

en donde la oferta reacciona al precio con un rezago de un periodo, pues debido
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a instrumentacion de decisiones de oferta tarda algin tiempo, llamado periodo de
gestacion. Por tanto, en siembra de cultivos al principio de afio, agricultores
reciben influencia del precio prevaleciente el afio pasado tal que su funcion de

oferta es:

Yt (Ofertat) = Bl + BZP(t—l) (Produccién rezagada) + Uy (Término de error estocastico)

Suponga que a final de periodo t, €l precio Pt (produccién actual) €8 inferior a
P(t—1) (Produccién rezagada)- En consecuencia, es muy probable que en periodo
(t + 1) agricultores decidan producir menos de lo producido en periodo t. En esta
situacion no esperaria que perturbaciones Uj (Término de error estocastico) S€an
aleatorias, pues si agricultores producen excedentes en el afio t, es probable que

reduzcan su produccion en (t+ 1) y, sucesivamente, para generar un patron de

telarafa.
6.5.5. Rezagos

En una regresion de series de tiempo del gasto de consumo sobre ingreso no es
raro hallar que gasto de consumo en periodo actual dependa, entre otras cosas,

del gasto de consumo del periodo anterior:

Yt (Consumot) — Bl + BZP(t) (Ingreso t) + B3C(t—1) (Consumo rezagado)

+ Uy (Término de error estocastico)

Esta funcién es autorregresiva, pues es una variable explicativa es el valor
rezagado de la variable dependiente. Los consumidores no cambian sus habitos
de consumo facilmente por razones psicologicas, tecnoldgicas o institucionales.
Si se ignora el término Cie-1) (Consumo rezagado)> Ut (Término de error estocastico)
resultante reflejara un patrén sistematico debido a influencia del consumo

rezagado en consumo actual.
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6.5.6. “Manipulacion” de datos

En analisis empirico con frecuencia se “manipulan” datos simples. Por ejemplo:
en regresiones de series de tiempo con datos trimestrales, por lo general provienen
de datos mensuales a los que se agregan simplemente observaciones de tres meses
y se divide entre 3. Este procedimiento de promediar cifras suaviza en cierto

grado datos al eliminar fluctuaciones en datos mensuales.

Por consiguiente, la grafica referente a datos trimestrales aparece mucho mas
suave que la que contiene datos mensuales tal que este suavizamiento puede, por
si mismo, inducir un patrdén sistematico en perturbaciones, lo que agrega
autocorrelacion. Otra fuente de manipulacién es interpolacion o extrapolacion de
datos. Estas técnicas de “manejo” podrian imponer sobre datos un patron

sistematico que quiza no estaria presente en datos originales
6.5.7. Transformacion de datos

Considere:

Yt (Gasto de onsumo t) = Bl + BZX(t) (Ingreso t) + Uy (Término de error estocastico)

Esta ecuacion es valida para cada periodo y, también, es para el periodo anterior

(t — 1). Asi, ecuacion forma de nivel es:

Yi-1 (Consumo rezagado t—1)
=B+ BZX(t—l) (Ingreso rezagado t—1)

+ Up—q (Término de error estocastico rezagado t—1)

En este caso estan rezagados un periodo. Si restan las ecuaciones anteriores se

obtiene ecuacion forma en primeras diferencias:

-



CAPITULO 6. REGRESION MULTIPLE Y ANALISIS DE VARIANZA (ANOVA)
EN MODELOS ECONOMETRICOS

A(Operador de primeras diferencias)Yt (Incremento de consumo t)
= BZA(Operador de primeras diferencias)X(t) (Incremento de ingreso t)

+ A(Operador de primeras diferencias) Ut (Incremento de término de error estocastico)

Tal que, el modelo dinamico de regresion, modelo con regresadas rezagadas, es:

A(Operador de primeras diferencias)Yt (Incremento de consumo t)
= BZA(Operador de primeras diferencias)X(t) (Incremento de ingreso t)

+ A(Operador de primeras diferencias)Vt (Incremento de término de error estocastico)

Si Yt (Gasto de onsumo t) — Bl + BZX(t) (Ingreso t) + U (Término de error estocastico)
satisface supuestos usuales de MCO, especificamente inexistencia de
autocorrelacion, se pruecba  probar que término de  error

Vt (Incremento de término de error estocastico) cn Ultima ccuacion esta

autocorrelacionado.
6.5.8. No estacionalidad

Al trabajar con datos de series de tiempo, quiza habria que averiguar si una
determinada serie de tiempo es estacionaria. De manera informal, una serie de
tiempo es estacionaria si sus caracteristicas, como media, varianza y covarianza,
son invariantes respecto del tiempo; es decir, no cambian en relaciéon con el

tiempo. Sino es asi, tenemos una serie de tiempo no estacionaria.

en un modelo de regresion como Y; (costo marginal) = %1 + @2Xj (Produccion) +
Uj (Término de error estocastico) €8 Muy probable que Y, X sean no estacionarias y,

por consiguiente, que el error u también sea no estacionario. En ese caso, el

término de error mostrara autocorrelacion.

En conclusion, existen varias razones por las que término de error en un modelo
de regresion pueda estar autocorrelacionado. Autocorrelacion puede ser

positiva,6.6a o negativa; aunque, por lo general, la mayoria de las series de tiempo
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econdmicas muestra autocorrelacion positiva, pues casi todas se desplazan hacia
arriba o hacia abajo en extensos periodos y no exhiben un movimiento ascendente

y descendente constante, 6.6b:

Figura 6.6. Grdfica de autocorrelacion

Fuente: (Gujarati & Porter, 2010)
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